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Аннотация. Предложены соотношения, оптимальным образом обобщающие имеющуюся инфор-
мацию о термодинамических свойствах редкоземельного металла европия в широком диапазоне
изменения плотностей, давлений и внутренних энергий. В отличие от известных ранее подходов
применено новое выражение для внутренней энергии на холодной кривой (изотерме абсолютного
нуля температуры) при предельно малых удельных объемах (в области вырожденного ферми-газа
свободных электронов в нерелятивистском случае). Предложенное уравнение состояния хорошо
согласуется с данными из экспериментов по ударному и изотермическому сжатию европия при
высоких давлениях и может быть эффективно использовано в численном моделировании адиаба-
тических процессов при интенсивных импульсных воздействиях на вещество.

1. ВВЕДЕНИЕ

Уравнение состояния вещества необходимо для чис-
ленного моделирования динамики нестационарных фи-
зических процессов, протекающих в условиях высокой
концентрации энергии [1]. В качестве примеров таких
процессов можно упомянуть высокоскоростное соуда-
рение тел [2, 3], взаимодействие интенсивных потоков
лазерного излучения [4] или высокоэнергетических ча-
стиц [5] с мишенями из различных материалов, нагрев
проводников мощными импульсами тока [6].

Европий является редкоземельным металлом. Изу-
чение термодинамических характеристик этого матери-
ала представляет интерес в связи с его применением
в разнообразных устройствах, подвергаемых интенсив-
ным импульсным воздействиям (например, [7]). Уравне-
ние состояния этого вещества востребовано при гидро-
динамическом моделировании режимов работы элемен-
тов таких устройств под действием высоких силовых и
тепловых нагрузок.

В настоящем сообщении предложена новая модель
для описания термодинамики конденсированных состо-
яний европия в широком диапазоне плотностей при вы-
соких давлениях. В отличие от известных ранее под-
ходов [8–10] представленная зависимость давления от
удельного объема и удельной внутренней энергии осно-
вывается на выражениях для термодинамических па-
раметров на холодной кривой (изотерме нулевой абсо-
лютной температуры) [11], которые при предельно вы-
соких степенях сжатия соответствуют уравнению состо-
яния вырожденного ферми-газа свободных электронов в
нерелятивистском случае [12]. Результаты расчетов тер-
модинамических характеристик европия в конденсиро-
ванном состоянии приведены в сопоставлении с имею-
щимися для этого металла данными из экспериментов
по ударной и изотермической сжимаемости в области
высоких плотностей энергии.

2. МОДЕЛЬ УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ

Общая форма выражения для функциональной за-
висимости давления (𝑃 ) от выбранных переменных:
удельного объема (𝑉 = 𝜌−1, где 𝜌 — плотность) и удель-
ной внутренней энергии (𝐸), — включает в себя два
слагаемых, которые соответствуют давлению на холод-

ной кривой (𝑃𝑐) и суммарному тепловому вкладу атомов
(ионов) и свободных электронов:

𝑃 (𝑉,𝐸) = 𝑃𝑐(𝑉 ) +
Γ(𝑉,𝐸)

𝑉
[𝐸 − 𝐸𝑐(𝑉 )], (1)

где 𝐸𝑐 — удельная внутренняя энергия при абсолютной
температуре 𝑇 = 0; 𝑃𝑐 = −d𝐸𝑐/d𝑉 ; Γ — коэффициент,
задающий отношение тепловой части давления к тепло-
вой части плотности внутренней энергии.

Удельная внутренняя энергия на холодной кривой
при сжатии (в области удельных объемов меньше зна-
чения 𝑉0𝑐, которое соответствует состоянию при 𝑇 = 0
и 𝑃 = 0) задается функцией [11]:

𝐸𝑐(𝑉 ) = 𝐵0𝑐𝑉0𝑐

[︃
3

2∑︁
𝑖=1

𝛽𝑖
𝜍𝑖/3 − 1

𝑖
+ 𝛼0 ln 𝜍

− 3

4∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖
𝜍−𝑖/3 − 1

𝑖

]︃
, (2)

где 𝜍 = 𝑉0𝑐/𝑉 ; 𝐵0𝑐 — модуль объемного сжатия холод-
ного вещества на изотерме 𝑇 = 0 (𝐵𝑐 = −𝑉 d𝑃𝑐/d𝑉 ) при
𝜍 = 1; 𝛼𝑖 и 𝛽𝑖 — безразмерные константы.

Константа 𝛽2 в функции (2) задается согласно мо-
дели вырожденного идеального газа Ферми–Дирака, со-
стоящего из свободных электронов [12]:

𝛽2 = (3𝜋2)2/3𝑍5/3(𝑎B)
2𝐸H[𝐴𝑢𝑚𝑢𝑉0𝑐]

−5/3[5𝐵0𝑐]
−1, (3)

где 𝑍 — атомный номер; 𝐴𝑢 — относительная атомная
масса элемента; 𝑚𝑢 — атомная единица массы; 𝑎B —
радиус Бора; 𝐸H — энергия Хартри.

Константа 𝛽1 в выражении (2) выбирается исходя
из асимптотики давления на холодной кривой в пределе
высоких плотностей в рамках модели Томаса–Ферми с
поправками [13] (рисунок 1):

𝛽1 = −2−2(35𝜋)−1/3[65/3(3𝜋)2/3𝑍2 + 551𝑍4/3]

× 𝑎B𝐸H[𝐴𝑢𝑚𝑢𝑉0𝑐]
−4/3[5𝐵0𝑐]

−1. (4)

Следует отметить, что выражение для давления на
кривой холодного сжатия 𝑃𝑐 = −d𝐸𝑐/d𝑉 , соответству-
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Рисунок 1. Кривая холодного сжатия европия при высо-
ких плотностях и давлениях: линия — результат расчетов по
представленному уравнению состояния; маркеры — резуль-
таты расчетов по квантово-статистической модели Томаса–
Ферми с поправками [13].

ющее внутренней энергии (2), получается аналогичным
предложенной ранее интерполяционной формуле [14].

Для нахождения констант 𝛼𝑖 требуется выполнение
следующих условий при 𝜍 = 1:

𝑃𝑐(𝑉0𝑐) = 0, (5)

𝐵𝑐(𝑉0𝑐) = 𝐵0𝑐, (6)

𝐵′
𝑐(𝑉0𝑐) = 𝐵′

0𝑐, (7)

где 𝐵𝑐
′ = −𝑉 d𝐵𝑐/d𝑉 . Применение условия (5) к зави-

симости (2) позволяет получить соотношение для кон-
станты 𝛼0:

𝛼0 = −

[︃
2∑︁

𝑖=1

𝛽𝑖 +

4∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖

]︃
. (8)

Требование (6) с учетом (8) приводит к выражению для
параметра 𝛼1:

𝛼1 =

2∑︁
𝑖=1

𝑖𝛽𝑖 −
4∑︁

𝑖=2

𝑖𝛼𝑖 − 3. (9)

Условия (7), (8) и (9) совместно дают возможность най-
ти также константу 𝛼2 для функции (2):

𝛼2 =
9𝐵′

0𝑐 − 15𝐵0𝑐

2𝐵0𝑐
− 1

2

[︃
2∑︁

𝑖=1

𝑖(𝑖+ 1)𝛽𝑖

+

4∑︁
𝑖=3

𝑖(𝑖− 1)𝛼𝑖

]︃
. (10)

Значения констант 𝛼3, 𝛼4, 𝐵0𝑐 и 𝐵′
0𝑐 находятся из усло-

вия хорошего согласия расчетных термодинамических
параметров с экспериментальными данными для рас-
сматриваемого материала при высоких давлениях.

Удельная внутренняя энергия на холодной кривой
при 𝑉 ⩾ 𝑉0𝑐 задается функцией

𝐸𝑐(𝑉 ) = 𝐵0𝑐𝑉0𝑐

[︂
𝛼𝑙

𝜍 𝑙

𝑙
+ 𝛼𝑚

𝜍𝑚

𝑚
+ 𝛼𝑛

𝜍𝑛

𝑛

]︂
+ 𝐸𝑠, (11)

где 𝐸𝑠 — удельная энергия сублимации; 𝛼𝑙, 𝛼𝑚, 𝛼𝑛, 𝑙, 𝑚
и 𝑛 — безразмерные константы.

Для нахождения констант в выражении (11) в точ-
ке 𝜍 = 1 требуется выполнение условий (5), (6) и (7), а
также условия

𝐸𝑐(𝑉0𝑐) = 0, (12)

которому функция (2) удовлетворяет исходно. Из усло-
вия (5) для выражения (11) следует, что

𝛼𝑙 = −[𝛼𝑚 + 𝛼𝑛]. (13)

Применение условий (6) и (13) к соотношению (11) поз-
воляет получить выражение для другой константы:

𝛼𝑚 =
1 + (𝑙 − 𝑛)𝛼𝑛

𝑚− 𝑙
. (14)

Требование (12) совместно с условиями (13) и (14) опре-
деляет еще одну константу для функции (11):

𝛼𝑛 =
𝑛𝐵0𝑐𝑉0𝑐 − 𝑙𝑚𝑛𝐸𝑠

(𝑛− 𝑙)(𝑛−𝑚)𝐵0𝑐𝑉0𝑐
. (15)

Условия (7) и (13)–(15) вместе устанавливают соотноше-
ние между показателями степени в выражении (11), из
которого можно найти, например, показатель 𝑙:

𝑙 =
𝐵′

0𝑐𝑉0𝑐 − (2 +𝑚+ 𝑛)𝐵0𝑐𝑉0𝑐

𝐵0𝑐𝑉0𝑐 −𝑚𝑛𝐸𝑠
. (16)

Безразмерная функция Γ от 𝑉 и 𝐸 определяется в
следующей форме:

Γ(𝑉,𝐸) = 𝛾𝑖 +
𝛾𝑐(𝑉 )− 𝛾𝑖

1 + (𝜃𝑎𝐸𝑎)−1[𝐸 − 𝐸𝑐(𝑉 )]
. (17)

где 𝛾𝑐 и 𝜃𝑎 — безразмерные функции удельного объема,
𝜃𝑎 = 𝜃𝑐

2𝜃𝑖
−1,

𝜃𝑐(𝑉 ) = 𝜎2/3 exp

[︂
(𝛾0𝑐 − 2/3)

𝛿𝑛 + ln2 𝜎𝑚√
𝛿𝑛

×
(︂
arctg

ln𝜎 − ln𝜎𝑚√
𝛿𝑛

+ arctg
ln𝜎𝑚√

𝛿𝑛

)︂]︂
, (18)

𝜃𝑖 = 𝜎𝛾𝑖 , 𝛾𝑐 = d ln 𝜃𝑐/d ln𝜎. Здесь 𝜎 = 𝑉0/𝑉 ; 𝑉0 — удель-
ный объем при нормальных условиях (при 𝐸 = 𝐸0 и
𝑃 = 𝑃0); 𝛿𝑛, 𝜎𝑚, 𝛾0𝑐 и 𝛾𝑖 — безразмерные константы.

3. ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА
ЕВРОПИЯ ПРИ ВЫСОКИХ ДАВЛЕНИЯХ

Кривая холодного сжатия, рассчитанная для евро-
пия по представленным выше соотношениям, показана
на рисунке 1 в сопоставлении с результатами расчетов
по квантово-статистической модели Томаса–Ферми с по-
правками [13]. Нетрудно видеть, что расчетная холодная
кривая хорошо согласуется с результатами [13] в области
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Рисунок 2. Диаграмма состояний европия в области плот-
ностей и давлений, изученной в ударно-волновых экспери-
ментах: линии — результаты расчетов по представленному
уравнению состояния для холодной кривой (штриховая ли-
ния) и ударных адиабат образцов с начальными плотностя-
ми 𝜌00 = 5.28 и 5.19 г/см3 (сплошные линии справа налево);
маркеры — данные из экспериментов по ударной (I1 — [8];
I2 — [9]; I3, I5 — [15]; I4 — [16]) и изотермической сжимаемо-
сти (T1 — [17]); для ударных адиабат линии и маркеры одно-
го цвета соответствуют одной и той же начальной плотности
образцов; волнистые линии показывают примерное положе-
ние нижней границы описываемой области состояний при
высоких давлениях на ударных адиабатах.

плотностей в тысячу раз больших нормальной плотно-
сти металла.

Расчетные ударные адиабаты для образцов европия
с начальными плотностями 𝜌00 = 5.28 и 5.19 г/см3 по-
казаны на рисунке 2 вместе с имеющимися данными из
экспериментов по ударной [8, 9, 15, 16] и изотермической
сжимаемости [17]. Анализ представленных на этой диа-
грамме состояний результатов позволяет сделать вывод
о хорошем согласии с расчетных кривых с эксперимен-
тальными точками [8, 9, 15–17] в исследованном диапа-
зоне давлений выше 40 ГПа.

Следует отметить, что данные измерений [17], пока-
занные на рисунке 2, относятся к твердой фазе с орто-
ромбической структурой. Имеются также эксперимен-
тальные свидетельства об образовании в этой области
давлений (выше 40 ГПа) фаз европия с другими струк-
турами [18, 19].

Полученные значения параметров уравнения состо-
яния, которое оптимальным образом обобщает в рам-
ках предложенных соотношений (1)–(18) данные экс-
периментов [8, 9, 15–17] для европия в области давле-
ний выше 40 ГПа, приведены далее: 𝑉0 = 0.1324 см3/г,
𝑉0𝑐 = 0.12981 см3/г, 𝐵0𝑐 = 19.864 ГПа, 𝐵′

0𝑐 = 87.402 ГПа,
𝛼3 = −3197.9, 𝛼4 = 589.7, 𝛽1 = −2210.6, 𝛽2 = 349.9,
𝑚 = 12, 𝑛 = 1, 𝐸𝑠 = 1.178 кДж/г, 𝜎𝑚 = 0.8, 𝛿𝑛 = 1,
𝛾0𝑐 = 1, 𝛾𝑖 = 0.45, 𝐸𝑎 = 60 кДж/г.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенная модель уравнения состояния позво-
ляет описать термодинамические характеристики ве-
щества в широком диапазоне плотностей и давлений.
Результаты расчетов по построенному калорическому
уравнению состояния европия холодной кривой и удар-
ных адиабат для образцов различной начальной плот-
ности хорошо согласуются с имеющейся информацией
из квантово-статистических расчетов при нулевой тем-
пературе и из ударно-волновых экспериментов при вы-
соких давлениях. Представленное уравнение состояния
может быть использовано в численном моделировании
адиабатических процессов под действием интенсивных
импульсных силовых и тепловых нагрузок.
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