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Аннотация. В данной работе рассматривается псевдопотенциальный подход к моделирова-
нию идеального неполяризованного ферми-газа методом классической молекулярной динамики.
На основе детерминантного представления конфигурационной функции распределения получе-
ны выражения для псевдопотенциала, сил и энергии, позволяющие воспроизводить квантово-
статистическое конфигурационное распределение с помощью решения классических уравнений
движения с термостатом Нозе–Гувера. В работе проведено прямое сравнение результатов мо-
делирования с аналитическими решениями для энергии, радиальных функций распределения
и статического структурного фактора в широком диапазоне параметра вырождения. Показано,
что метод обеспечивает количественно точное воспроизведение всех исследованных статических
характеристик идеального ферми-газа и корректно учитывает обменное взаимодействие. Этот
метод иллюстрирует, что классическая молекулярная динамика может быть применена для точ-
ного расчета статистических свойств невзаимодействующих и, потенциально, взаимодействующих
ферми-систем.

1. ВВЕДЕНИЕ

Численное моделирование квантовых многочастич-
ных систем на основе первопринципных методов игра-
ет ключевую роль в современной статистической физи-
ке, физике плазмы и физике конденсированного состо-
яния [1, 2]. Для описания таких систем необходимо кор-
ректно учитывать как межчастичное взаимодействие,
так и тождественность частиц, приводящую к ферми-
или бозе-статистике [3, 4]. Взаимодействующие вырож-
денные системы представляют основной интерес для
современной физики [5]. При этом идеальный ферми-
газ остается фундаментальной модельной системой для
верификации методов моделирования взаимодействую-
щих систем вследствие доступности точного решения
для ее термодинамических свойств [6, 7].

Стандартным формализмом для описания кванто-
вых ансамблей является оператор плотности и связан-
ные с ним представления статистической суммы в ви-
де интегралов по траекториям [8, 9]. На этом форма-
лизме построены методы Монте-Карло с интегралами
по траекториям, которые, в принципе, позволяют вы-
числять термодинамические величины с заданной точ-
ностью при произвольном уровне вырождения и неиде-
альности. Однако в случае фермионов возникает хоро-
шо известная проблема знаков [2, 10], когда весовые ко-
эффициенты различных конфигураций могут быть как
положительными, так и отрицательными, что приводит
к экспоненциальному росту статистической погрешно-
сти с увеличением числа частиц и понижением темпера-
туры [11]. На практике это серьезно ограничивает раз-
мер систем и область параметров, доступных для пря-
мых расчетов.

Недавно в работе В.С. Филинова и соавторов [12]
был предложен подход, основанный на специальных
преобразованиях переменных, позволяющий переписать
вклад перестановок в статистическую сумму идеального
ферми-газа через неотрицательный детерминант и тем
самым избежать проблемы знаков без потери точности.
Авторами данной работы [13] этот метод был подробно
разобран и показана его эффективность как в аналити-

ческих преобразованиях, так и при проведении расчетов
Монте-Карло.

Параллельно развиваются методы молекулярной
динамики с интегралами по траекториям, в которых
квантовые эффекты также учитываются за счет высо-
котемпературных разбиений [3], когда частицы пред-
ставляются замкнутыми ломаными. Эти методы из-
начально были разработаны для различимых частиц
(больцманонов), но впоследствии были распростране-
ны и на бозе- и ферми-статистику. В частности, в ра-
боте [14] предложено псевдопотенциальное описание
обменных эффектов, позволяющее включить эффект
квантовой статистики в эффективный потенциал клас-
сической молекулярной динамики. Было показано, что
такой подход способен с высокой точностью воспроиз-
водить статические энергии простых модельных систем
даже вблизи основного состояния. Однако в работе [14]
расчеты проводились для сравнительно небольших си-
стем.

Отдельный интерес представляет более прямое опи-
сание квантовых эффектов на языке классической ме-
ханики [9], в котором многочастичные обменные взаи-
модействия, возникающие вследствие вырождения, пе-
реносятся в эффективный псевдопотенциал, который
является функцией 𝑁 трехмерных координат. В этом
случае можно использовать стандартные схемы моде-
лирования молекулярной динамики для построения ка-
нонического ансамбля, приближенно соответствующего
функции распределения квантовой системы. Такое опи-
сание заведомо не воспроизводит истинную квантовую
временную эволюцию [15], а значит и динамические кор-
реляции, но может оказаться полезным для расчета тер-
модинамических и статических структурных характе-
ристик, а также учета обменных эффектов для более
сложных квазиклассических схем [9, 16, 17].

Настоящая работа посвящена построению и ис-
следованию псевдопотенциального подхода [16, 18]
к моделированию трехмерного идеального ферми-
газа методом классической молекулярной динамики
(МД). Исследуется способность псевдопотенциального
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описания и моделирования методом классической моле-
кулярной динамики количественно воспроизводить точ-
ные аналитические зависимости для энергии, радиаль-
ных корреляционных функций и статического струк-
турного фактора идеального ферми-газа в широком
диапазоне параметра вырождения. Дополнительно ана-
лизируются ограничения применимости метода и осо-
бенности его численной реализации.

2. МАТРИЦА ПЛОТНОСТИ

Термодинамические характеристики квантовой си-
стемы, описываемой гамильтонианом 𝐻̂ при температу-
ре 𝑇 , выражаются через оператор плотности

𝜌(𝛽) = 𝑒−𝛽𝐻̂ , 𝛽 = (𝑘𝐵𝑇 )
−1, (1)

и его координатное представление

𝜌(R,R′;𝛽) = ⟨R|𝜌(𝛽)|R′⟩, (2)

где R = (r1, . . . , r𝑁 ) — совокупность координат всех ча-
стиц. Оператор 𝜌(𝛽) подчиняется дифференциальному
уравнению

𝑑𝜌(𝛽)

𝑑𝛽
= − 𝐻̂ 𝜌(𝛽), (3)

известному как уравнение Блоха, которое описывает из-
менение матрицы плотности при изменении обратной
температуры 𝛽.

Статистическая сумма квантовой системы выража-
ется через след оператора плотности. Для системы из 𝑁
неразличимых фермионов она принимает вид:

𝑍(𝛽) =
1

𝑁 !

∑︁
𝑃

(−1)𝑃
∫︁

𝑉 𝑁

𝑑R𝜌(R, 𝑃R;𝛽), (4)

где 𝑃 — оператор перестановки координат частиц с чет-
ностью 𝑃 , а R = (r1, . . . , r𝑁 ) [8]. При малом вырожде-
нии (высоких температурах) основной вклад в (4) да-
ет тождественная перестановка; в этом пределе система
подчиняется больцмановской статистике.

Для невзаимодействующей системы оператор плот-
ности в координатном представлении имеет гауссов вид:

𝜌0(R,R′;𝛽) = 𝜅3𝑁exp

[︃
−𝜋𝜅2

𝑁∑︁
𝑖=1

(r𝑖 − r′𝑖)
2

]︃
, 𝜅2 =

𝑚

2𝜋ℏ2𝛽
.

(5)
Это решение непосредственно следует из уравнения
Блоха (3) для свободных частиц [8]. Полученная функ-
ция 𝜌0 служит исходной для вычисления термодинами-
ческих свойств как для классического (больцмановско-
го), так и для квантового (ферми- или бозе-) невзаимо-
действующих газов [13]. Так как в данной работе бу-
дет рассмотрен только невзаимодействующий ферми-
газ, индекс “0” в 𝜌0 будет опущен.

Подставляя выражение (5) в формулу (4), получаем
интегральное представление статистической суммы:

𝑍(𝛽) =
𝜅3𝑁

𝑁 !

∑︁
𝑃

(−1)𝑃
∫︁

𝑉 𝑁

exp

[︃
−𝜋𝜅2

𝑁∑︁
𝑖=1

(r𝑖 − 𝑃r𝑖)
2

]︃
𝑑R.

(6)
Суммирование по перестановкам удобно переписать
в детерминантной форме:

∑︁
𝑃

(−1)𝑃 exp

[︃
−𝜋𝜅2

𝑁∑︁
𝑖=1

(r𝑖 − 𝑃r𝑖)
2

]︃
=

=
∑︁
𝑃

(−1)𝑃
𝑁∏︁
𝑖=1

𝑒−𝜋𝜅2(r𝑖−𝑃r𝑖)
2

= det𝐴(R, 𝛽), (7)

где матрица 𝐴(R, 𝛽) состоит из элементов 𝐴𝑖𝑗(r𝑖𝑗 , 𝛽):

𝐴(R, 𝛽) =
⃦⃦
𝐴𝑖𝑗(r𝑖𝑗 , 𝛽)

⃦⃦
, 𝐴𝑖𝑗(r𝑖𝑗 , 𝛽) = 𝑒−𝜋𝜅2(r𝑖−r𝑗)

2

. (8)

Матрица 𝐴(R, 𝛽) является положительно опреде-
ленной [5], и, следовательно, ее детерминант неотрица-
телен, что играет ключевую роль при дальнейшем по-
строении псевдопотенциального представления ферми-
системы. Докажем это следующим образом. Используем
интегральное представление гауссовой функции (преоб-
разование Фурье в R3):

𝑒−𝜋𝜅2|x|2 = 𝜅−3

∫︁
R3

𝑒−𝜋|𝜉|2/𝜅2

𝑒 2𝜋𝑖 𝜉·x 𝑑𝜉. (9)

Подставляя x = r𝑖 − r𝑗 , получаем представление мат-
ричного элемента:

𝐴𝑖𝑗(r𝑖𝑗 , 𝛽) = 𝜅−3

∫︁
R3

𝑒−𝜋|𝜉|2/𝜅2

𝑒 2𝜋𝑖 𝜉·r𝑖 𝑒−2𝜋𝑖 𝜉·r𝑗 𝑑𝜉. (10)

Тогда для любого z = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 ) ∈ C𝑁 :

z†𝐴(R, 𝛽)z =
∑︁
𝑖,𝑗

𝑧𝑖𝑧𝑗𝐴𝑖𝑗(r𝑖𝑗 , 𝛽) =

= 𝜅−3

∫︁
R3

𝑒−𝜋|𝜉|2/𝜅2
⃒⃒⃒ 𝑁∑︁
𝑗=1

𝑧𝑗𝑒
2𝜋𝑖 𝜉·r𝑗

⃒⃒⃒2
𝑑𝜉 ≥ 0, (11)

где под z† понимается транспонирование и комплекс-
ное сопряжение (эрмитово сопряжение). Таким обра-
зом, z†𝐴(R, 𝛽)z представляет из себя интеграл от поло-
жительной функции. Следовательно, 𝐴(R, 𝛽) положи-
тельно определена, а потому произведение ее собствен-
ных значений, то есть детерминант матрицы, неотрица-
тельно.

Итого, статистическая сумма идеального ферми-
газа принимает вид:

𝑍(𝛽) =
1

𝑁 !
𝜅3𝑁

∫︁
𝑉 𝑁

det
⃦⃦⃦
𝑒−𝜋𝜅2(r𝑖−r𝑗)

2
⃦⃦⃦
𝑑r1 . . . 𝑑r𝑁 . (12)

При дифференцировании выражения (12) для вычисле-
ния энергии возникает производная по температуре от
детерминанта, которая выражается через сам детерми-
нант (формула Якоби [19]):

𝜕

𝜕𝛽
det𝐴(R, 𝛽) = det𝐴(R, 𝛽)×tr

(︂
𝐴−1(R, 𝛽)

𝜕𝐴(R, 𝛽)

𝜕𝛽

)︂
,

(13)
где 𝐴−1(R, 𝛽) — обратная матрица. Таким образом,
представляется возможным записать производную по
температуре в виде среднего по ансамблю. После диф-
ференцирования (12) получаем:

𝛽𝐸 = −𝛽
𝜕 ln𝑍(𝛽)

𝜕𝛽
=

3𝑁

2
−

⟨︀
tr(𝐴−1(R, 𝛽)Π)

⟩︀
, (14)

где матрица из производных имеет вид:

Π𝑖𝑗 = 𝛽
𝜕𝐴𝑖𝑗(r𝑖𝑗 , 𝛽)

𝜕𝛽
= 𝜋𝜅2|r𝑖 − r𝑗 |2𝐴𝑖𝑗(r𝑖𝑗 , 𝛽), (15)
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а под средним в выражении (14) понимается:

⟨(. . .)⟩ =
1

𝑍(𝛽)𝑁 !
𝜅3𝑁

∫︁
𝑉 𝑁

(. . .) det
⃦⃦⃦
𝑒−𝜋𝜅2(r𝑖−r𝑗)

2
⃦⃦⃦
𝑑R.

(16)
Таким образом, полученные формулы могут исполь-
зоваться при моделировании стандартными методами
Монте-Карло [13]. Однако было бы интересно приме-
нить метод классической молекулярной динамики для
моделирования вырожденного (невзаимодействующего)
ферми-газа. Для этого можно воспользоваться псевдо-
потенциальным подходом.

3. ПСЕВДОПОТЕНЦИАЛЬНЫЙ ПОДХОД
ДЛЯ ИДЕАЛЬНОГО ФЕРМИ-ГАЗА

Основная идея псевдопотенциального подхода со-
стоит в следующем. Пусть статистическая сумма систе-
мы из 𝑁 частиц имеет следующий вид:

𝑍(𝛽) ∝
∫︁

𝑉 𝑁

𝑊 (R, 𝛽) 𝑑R, (17)

где 𝑊 (R, 𝛽) — неотрицательная функция. Введем псев-
допотенциал

Φ(R, 𝛽) = − 1

𝛽
ln𝑊 (R, 𝛽). (18)

Тогда 𝑊 (R, 𝛽) ∝ 𝑒−𝛽Φ(R,𝛽).
Рассмотрим систему со следующим классическим

гамильтонианом:

𝐻𝛽(R,P) =

𝑁∑︁
𝑖=1

p2
𝑖

2𝑚𝑖
+Φ(R, 𝛽), (19)

где P = {p1, . . . ,p𝑁} — импульсы частиц. Тогда, решая
для этой системы классические уравнения движения:

𝑚𝑖 r̈𝑖 = f𝑖(R) = −∇r𝑖Φ(R, 𝛽) =
1

𝛽
∇r𝑖 ln𝑊 (R, 𝛽), (20)

с использованием термостата Нозе–Гувера можно по-
лучить конфигурации, соответствующие каноническо-
му распределению для изначальной квантовой системы
(см. уравнение (17)).

При этом стоит отметить, что при наличии вырож-
дения отдельные координаты r𝑖 перестают иметь смысл
координат частиц, а являются переменными, описыва-
ющими фазовое пространство. Тем не менее, в данной
работе даже в случае вырожденных систем r𝑖 будут на-
зываться координатами частиц для удобства.

Рассмотрим идеальный ферми-газ. В этом случае
𝑊 (R, 𝛽) = det𝐴(R, 𝛽) и 𝛽Φ(R, 𝛽) = − ln det𝐴(R, 𝛽).
Выпишем далее выражения для сил:

𝛽f𝑖 = −𝛽∇𝑖Φ = ∇𝑖 ln det𝐴 =
1

det𝐴
∇𝑖 det𝐴. (21)

Снова используя формулу дифференцирования детер-
минанта, можно получить выражение для силы, дей-
ствующей на 𝑖-ю частицу со стороны остальных:

𝛽f𝑖 = tr
(︀
𝐴−1∇r𝑖𝐴

)︀
=

∑︁
𝑚,𝑛

(𝐴−1)𝑛𝑚∇r𝑖𝐴𝑚𝑛. (22)

Градиент матричного элемента имеет вид:

∇r𝑖𝐴𝑚𝑛 =
𝜕

𝜕r𝑖
exp

[︀
− 𝜋𝜅2(r𝑚 − r𝑛)

2
]︀
=

= −2𝜋𝜅2𝐴𝑚𝑛(r𝑚 − r𝑛)(𝛿𝑚𝑖 − 𝛿𝑛𝑖). (23)

Подставляя выражение выше в (22), получаем

𝛽f𝑖 = −2𝜋𝜅2
𝑁∑︁
𝑗=1

[︁
(𝐴−1)𝑗𝑖𝐴𝑖𝑗 +(𝐴−1)𝑖𝑗𝐴𝑗𝑖

]︁
(r𝑖− r𝑗). (24)

Слагаемое 𝑗 = 𝑖 дает нуль, так как (r𝑖− r𝑖 = 0). Матри-
ца 𝐴 симметрична, а значит и 𝐴−1 симметрична. Тогда
формула (24) упрощается:

𝛽f𝑖 = −4𝜋𝜅2
∑︁
𝑗 ̸=𝑖

𝐴𝑖𝑗(𝐴
−1)𝑖𝑗(r𝑖 − r𝑗). (25)

Полученное выражение (25) будет использовано
далее для решения уравнений движения (20) точек
r1, . . . , r𝑁 . В результате, можно получать корректные
статические величины в термодинамическом равнове-
сии (например, корреляционную функцию 𝑔(𝑟), стати-
стический структурный фактор 𝑆(𝑞), энергию 𝐸 и т.д.).

Однако временная эволюция, генерируемая класси-
ческими уравнениями движения (20) для гамильтониа-
на 𝐻𝛽(R,P), не совпадает с квантовой эволюцией ис-
ходной квантовой системы ферми-газа. Это проявляет-
ся в динамических корреляциях, например, в динамиче-
ском структурном факторе (ДСФ).

ДСФ классической системы определяется следу-

ющим образом. Обозначим 𝜌q(R(𝑡)) =
∑︀𝑁

𝑗=1 𝑒
−𝑖q·r𝑗(𝑡).

Тогда при эволюции по классическим уравнениям дви-
жения получаем ДСФ в виде:

𝑆cl(q, 𝜔) =
1

2𝜋𝑁

+∞∫︁
−∞

𝑑𝑡 𝑒𝑖𝜔𝑡
⟨︀
𝜌q

(︀
R(𝑡)

)︀
𝜌−q

(︀
R(0)

)︀⟩︀
𝐻𝛽

,

(26)
где усреднение берется с весом 𝑊 (R, 𝛽). Для (26) вы-
полняется классическая симметрия по частоте

𝑆cl(q,−𝜔) = 𝑆cl(q, 𝜔). (27)

Квантовая ДСФ [20] вводится с использованием опера-

тора унитарной эволюции 𝜌q(𝑡) = 𝑒𝑖𝐻̂𝑡/ℏ𝜌q𝑒
−𝑖𝐻̂𝑡/ℏ, где

𝜌q = 𝑒−𝑖q·r̂𝑗 :

𝑆qm(q, 𝜔) =
1

2𝜋𝑁

+∞∫︁
−∞

𝑑𝑡 𝑒𝑖𝜔𝑡 1

𝑍
Tr

[︁
𝑒−𝛽𝐻̂ 𝜌q(𝑡) 𝜌−q(0)

]︁
.

(28)
Эта функция обладает следующим свойством [20] (след-
ствие флуктуационно-диссипативной теоремы [21]):

𝑆qm(q,−𝜔) = 𝑒−𝛽ℏ𝜔 𝑆qm(q, 𝜔). (29)

При высоких температурах 𝑘𝐵𝑇 ≫ ℏ𝜔 уравнение (29)
переходит в классический предел (27) (см. §124 и фор-
мулу (124.19) в [21]), что соответствует переходу ферми-
газа в невырожденное состояние. Таким образом, псев-
допотенциальный подход не позволит корректно воспро-
извести динамические свойства вырожденных кванто-
вых систем.

4. ЧАСТИЧНО ПОЛЯРИЗОВАННЫЙ
ИДЕАЛЬНЫЙ ФЕРМИ-ГАЗ:
ПСЕВДОПОТЕНЦИАЛЫ, СИЛЫ И ДЕТАЛИ
МОДЕЛИРОВАНИЯ

4.1. Формулы для частично поляризованного газа

Рассмотрим две подсистемы с проекциями спина
𝜎 ∈ {𝑢, 𝑑} (то есть со значением спина, равным 1/2)
и числами частиц 𝑁𝜎 (𝑁𝑢 + 𝑁𝑑 = 𝑁). Перестановки
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в статистической сумме учитываются только внутри
каждой подсистемы, и конфигурационный вес факто-
ризуется:

𝑊 (R, 𝛽) = det𝐴𝑢(𝛽) det𝐴𝑑(𝛽),

𝐴𝜎
𝑖𝑗 = exp[−𝜋𝜅2|r𝜎𝑖 − r𝜎𝑗 |2]. (30)

Тогда псевдопотенциал есть сумма вкладов от каж-
дого типа частиц:

𝛽Φ(R, 𝛽) = − ln det𝐴𝑢(𝛽)− ln det𝐴𝑑(𝛽), (31)

и силы действуют только между частицами одной и той
же проекции спина:

𝛽f𝜎𝑖 = −4𝜋𝜅2
𝑁𝜎∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝐴𝜎
𝑖𝑗(𝐴

𝜎)−1
𝑖𝑗 (r𝜎𝑖 − r𝜎𝑗 ). (32)

При этом частицы с различными проекциями спина не
действуют друг на друга.

Энергия для некоторой конфигурации частиц так-
же состоит из двух вкладов:

𝛽𝐸 =
3𝑁

2
− tr

[︀
(𝐴𝑢)−1Π𝑢

]︀
− tr

[︀
(𝐴𝑑)−1Π𝑑

]︀
, (33)

где

Π𝜎
𝑖𝑗 = 𝜋𝜅2|r𝜎𝑖 − r𝜎𝑗 |2𝐴𝜎

𝑖𝑗 . (34)

В расчетах мы будем рассматривать только непо-
ляризованный идеальный ферми-газ (𝑁𝑢 = 𝑁𝑑), чтобы
сравнить результаты моделирования с теоретическими
значениями [6].

4.2. Детали реализации расчета сил
В расчетах рассматривается система из 𝑁 час-

тиц в кубической ячейке с периодическими гранич-
ными условиями. Поэтому в моделировании расстоя-
ния между частицами рассчитываются в соответствии
с правилом ближайшего изображения (правило БИ или
minimum image convention):

r𝜎𝑖𝑗 = r𝜎𝑖 − r𝜎𝑗 − 𝐿

[︂
r𝜎𝑖 − r𝜎𝑗

𝐿

]︂
, 𝑟𝜎𝑖𝑗 = |r𝜎𝑖𝑗 |, (35)

где 𝐿 — размер ребра кубической ячейки, а квадратные
скобки обозначают покомпонентное округление к бли-
жайшему целому числу.

На каждом шаге молекулярной динамики силы рас-
считываются следующим образом. Для каждого типа
частиц 𝜎 ∈ {𝑢, 𝑑} выполняются следующие шаги:
1. Строится матрица 𝐴𝜎 с учетом правила БИ.

Для численной устойчивости обращения матрицы
к ней добавляется небольшая единичная матрица,
𝐴𝜎 ← 𝐴𝜎 + 𝜀𝐼, где 𝜀 = 10−12.

2. Обратная матрица (𝐴𝜎)−1 вычисляется через разло-
жение Холецкого [22]. Поскольку матрица 𝐴𝜎 сим-
метрична и положительно определена, она представ-
ляется в виде:

𝐴𝜎 = 𝐿𝜎(𝐿𝜎)𝑇 ,

где 𝐿𝜎 — нижнетреугольная матрица. Явное обраще-
ние матрицы 𝐴𝜎 не выполняется: вместо этого реша-
ются две последовательные треугольные системы

𝐿𝜎𝑌 = 𝐼, (𝐿𝜎)𝑇𝑋 = 𝑌,

что эквивалентно вычислению 𝑋 = (𝐴𝜎)−1. Такой
способ более устойчив с численной точки зрения

в сравнении с обычными методами обращения мат-
риц.

3. Силы вычисляются по формуле (32).
4. Энергия системы 𝛽𝐸 рассчитывается по форму-

ле (33).

В качестве характеристики вырождения плаз-
мы удобно использовать приведенную температуру 𝜃,
равную отношению 𝑘𝐵𝑇 к энергии Ферми 𝐸𝐹 =
ℏ2𝑘2𝐹 /(2𝑚𝑒), 𝑘𝐹 = (3𝜋2𝑛)1/3. При 𝜃 ≫ 1 вырождение
в системе мало и она является классической, тогда как
при 𝜃 ≲ 1 система сильно вырождена.

Моделирование проводилось в 𝑁𝑉 𝑇 -ансамбле с
использованием термостата Нозе–Гувера с помощью
LAMMPS. Интегрирование уравнений движения выпол-
нялось схемой Верле с шагом по времени Δ𝑡 = 10−3 фс
для 𝜃 ≤ 1, Δ𝑡 = 5 × 10−5 фс для 𝜃 = 5 и
Δ𝑡 = 2× 10−6 фс для 𝜃 = 10, 100. Объем системы за-
давался через безразмерный параметр 𝑟𝑠 = 10:

𝐿3/𝑁 =
4𝜋(𝑎𝐵𝑟𝑠)

3

3
, (36)

где 𝑎𝐵 = 0.529177 Å — боровский радиус. Температу-
ра системы определялась через энергию Ферми 𝐸𝐹 и
задавалась как 𝑇 = 𝜃𝐸𝐹 /𝑘𝐵 . Для каждого моделирова-
ния производилось не менее 105 шагов на равновесном
участке.

Статический структурный фактор вычислялся на-
прямую из МД как коррелятор мод плотности. Для си-
стемы из двух типов частиц вводим микроскопические
плотности в обратном пространстве:

𝜌𝑎(q) =
∑︁
𝑖∈𝑎

𝑒𝑖q·r𝑖 (37)

и определяем парциальные статические структурные
факторы:

𝑆𝑎𝑏(q) =
1

𝑁
⟨𝜌𝑎(q) 𝜌𝑏(−q)⟩ , (38)

где 𝑎, 𝑏 ∈ {𝑢, 𝑑}. Далее эта функция сферически усред-
няется по направлениям q и анализируется как функ-
ция 𝑞 = |q|; при этом минимальное значение волно-
вого вектора есть 𝑞min = 2𝜋/𝐿. Связь с радиальными
функциями распределения (корреляционными функци-
ями 𝑔𝑎𝑏(𝑟)) при 𝑞 > 0 имеет вид:

𝑆𝑎𝑏(q) = 𝑐𝑎 𝛿𝑎𝑏 + 𝑛 𝑐𝑎𝑐𝑏

∫︁
𝑑3𝑟 𝑒𝑖q·r

[︀
𝑔𝑎𝑏(𝑟)− 1

]︀
, (39)

где 𝑛 = 𝑁/𝑉 , 𝑛𝑢,𝑑 = 𝑁𝑢,𝑑/𝑉 и 𝑐𝑢,𝑑 = 𝑁𝑢,𝑑/𝑁 . В изотроп-
ном случае выражение принимает вид:

𝑆𝑎𝑏(𝑞) = 𝑐𝑎 𝛿𝑎𝑏+4𝜋𝑛 𝑐𝑎𝑐𝑏

∞∫︁
0

𝑟2
[︀
𝑔𝑎𝑏(𝑟)−1

]︀ sin(𝑞𝑟)
𝑞𝑟

𝑑𝑟. (40)

Для идеального неполяризованного ферми-газа выпол-
няется 𝑔𝑢𝑑(𝑟) = 1, откуда следует 𝑆𝑢𝑑(𝑞) = 0 при 𝑞 > 0,
а 𝑆𝑎𝑎(𝑞) на больших волновых векторах стремятся к до-
лям компонентов, 𝑆𝑎𝑎(𝑞 →∞)→ 𝑐𝑎.

4.3. Аналитические формулы для свойств идеального
ферми-газа

Рассмотрим однородный идеальный ферми-газ со
спиновым вырождением 𝑔 = 2 (неполяризованный
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случай). Введем обозначение

𝑧 = 𝑒𝛽𝜇. (41)

Стандартные интегралы Ферми–Дирака зададим следу-
ющим образом:

𝑓𝜈(𝑧) =
1

Γ(𝜈)

∞∫︁
0

𝑡𝜈−1 𝑑𝑡

𝑧−1𝑒𝑡 + 1
. (42)

Отметим, что иногда в качестве определения интегра-
лов Ферми–Дирака используются следующие функции
𝐼𝜇(𝜂) [6]:

𝑓𝜈(𝑧) =
1

Γ(𝜈)
𝐼𝜈−1(𝜂), 𝑧 = 𝑒𝜂. (43)

Из [21, §56] следует, что число частиц и термодина-
мический потенциал выражаются через интегралы по
распределению Ферми; в параметрической форме (по
𝜇) это дает уравнение состояния и связь 𝑁(𝑇, 𝑉, 𝜇) [21].
Перейдя к безразмерной записи (42), получаем компакт-
ные формулы для числа частиц [23]:

𝑁 = 𝑉 𝑔𝜅3𝑓3/2(𝑧), (44)

и энергии:

𝛽𝐸/𝑁 =
3𝑓5/2(𝑧)

2𝑓3/2(𝑧)
. (45)

Из условия нормировки числа частиц (44) следует, что
при фиксированной плотности 𝑛 химический потенциал
𝜇 (а значит и 𝑧 = 𝑒𝛽𝜇) определяется только комбина-
цией 𝑛/𝜅3 ∝ 𝜃−3/2, что задает 𝑧 = 𝑧(𝜃) как функцию
только 𝜃. Следовательно, все термодинамические вели-
чины в безразмерной форме зависят исключительно от
приведенной температуры 𝜃.

Для идеального неполяризованного ферми-газа ра-
диальные функции распределения двух типов частиц
имеют вид [7, 21]

𝑔𝑢𝑑(𝑟) = 1, 𝑔𝑢𝑢(𝑟) = 1−
[︂
𝐾(𝑟)

𝑛𝑢

]︂2
, (46)

где

𝐾(𝑟) =

∫︁
𝑑3𝑘

(2𝜋)3
𝑒𝑖k·r

1 + 𝑒𝛽(𝜀𝑘−𝜇)
. (47)

Далее переходим к безразмерным переменным 𝑥 =
𝑞/𝑘𝐹 , 𝜌 = 𝑟𝑘𝐹 и 𝜂 = 𝜇/𝑇 , а также учтем связь

𝑘𝐹𝑎𝐵 =

(︂
9𝜋

4

)︂1/3
1

𝑟𝑠
. (48)

Параметр 𝜂 фиксируется из уравнения для числа ча-
стиц (44):

𝑓3/2(𝜂) =
2√
𝜋

∞∫︁
0

𝑡1/2 𝑑𝑡

1 + 𝑒𝑡−𝜂
=

4

3
√
𝜋
𝜃−3/2. (49)

Удобно ввести нормированную функцию

𝐹 (𝜌; 𝜃) =
𝐾(𝑟)

𝑛𝑢
, (50)

которая после интегрирования по углам имеет вид:

𝐹 (𝜌; 𝜃) =
3

𝜌

∞∫︁
0

𝑦 𝑛𝐹 (𝑦; 𝜃, 𝜂) sin(𝜌𝑦) 𝑑𝑦, (51)

причем по определению 𝐹 (0; 𝜃) = 1. Тогда выражение
для 𝑔𝑢𝑢(𝑟) компактно записывается как

𝑔𝑢𝑢(𝑟) = 1−
⃒⃒
𝐹 (𝜌; 𝜃)

⃒⃒2
, 𝜌 = 𝑟𝑘𝐹 . (52)

Для неполяризованного газа с 𝑐𝑢 = 𝑐𝑑 = 1/2 из (39)
при подстановке аналитических 𝑔𝑎𝑏(𝑟) получаем для
𝑥 > 0:

𝑆𝑢𝑢(𝑥; 𝜃) =
1

2
− 1

3𝜋𝑥

∞∫︁
0

𝜌
⃒⃒
𝐹 (𝜌; 𝜃)

⃒⃒2
sin(𝑥𝜌) 𝑑𝜌, (53)

𝑆𝑢𝑑(𝑥; 𝜃) = 0. (54)

5. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ И
ОБСУЖДЕНИЕ

В данном разделе представлены результаты мо-
делирования идеального неполяризованного ферми-
газа методом классической молекулярной динамики с
использованием псевдопотенциального представления,
описанного выше. Напомним, что термодинамика дан-
ной системы зависит только от приведенной температу-
ры 𝜃. Тем не менее, в моделировании параметр Бракне-
ра 𝑟𝑠 был фиксирован и равен 10. Результаты приведены
для 𝑁 = 500 частиц.

На рисунке 1 показана зависимость безразмерной
энергии на одну частицу 𝛽𝐸/𝑁 от приведенной темпера-
туры 𝜃, полученная в ходе МД-моделирования. Эти ре-
зультаты сравниваются с аналитическим результатом,
полученным с помощью пакета ifg [6].

Во всем диапазоне 0.2 ≤ 𝜃 ≤ 100 наблюдается от-
личное согласие данных моделирования с теорией. Так,
отличие МД-данных от теоретических значений мень-
ше, чем их статистическая погрешность. Таким обра-
зом, псевдопотенциальный подход воспроизводит значе-
ние энергии даже в случае 𝜃 ≪ 1, когда система явля-
ется сильно вырожденной. При этом, при больших тем-
пературах, 𝜃 ≫ 1, результат стремится к классическому
значению, 𝛽𝐸 = 3𝑁/2.

Тем не менее, более чувствительной величиной яв-
ляется корреляционная функция или радиальная функ-
ция распределения (РФР) для фермионов с одинако-
вой проекцией спина. На рисунке 2 представлены РФР
𝑔𝑢𝑢(𝑟) для неполяризованного идеального ферми-газа,
вычисленные с использованием МД-моделирования с
псевдопотенциалом для значений приведенной темпера-
туры 𝜃 ∈ [0.2, 10]. Также на графике пунктирными ли-
ниями показаны расчеты по формуле (52).

Для всех температур наблюдается характерное по-
ведение, обусловленное обменными эффектами. Так,
РФР стремится к нулю при 𝑟 → 0, что иллюстриру-
ет выполнение принципа Паули. Глубина этого прова-
ла возрастает при уменьшении 𝜃, то есть по мере пе-
рехода в более вырожденный режим. Также можно за-
метить, что при 𝜃 = 0.2 в области 𝑟𝑘𝐹 ≈ 4 возникает
небольшой максимум РФР, соответствующий структур-
ным корреляциям, возникающим из-за обменных эф-
фектов. На бо́льших расстояниях все функции распре-
деления стремятся к единице.

Полученные кривые при 𝜃 ≤ 5 находятся в хоро-
шем согласии с аналитическим выражением (52). Тем
не менее, при 𝜃 = 10 можно видеть небольшие отклоне-
ния расчетных данных от теоретических значений на
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Рисунок 1. Безразмерная энергия 𝛽𝐸/𝑁 идеального непо-
ляризованного ферми-газа в зависимости от приведенной
температуры 𝜃 и относительное отклонение результатов
псевдопотенциальной молекулярной динамики от точного
аналитического решения (верхняя панель). Точками пред-
ставлен результат классической МД, а сплошная кривая по-
лучена с помощью пакета ifg [6]. По горизонтальной оси
используется логарифмический масштаб.

малых расстояниях. Это отличие обусловлено значи-
тельным ростом температуры в сравнении с меньши-
ми значениями 𝜃, вследствие чего необходимо значи-
тельно (на несколько порядков) уменьшать шаг МД-
моделирования для описания обменных эффектов на
малых расстояниях. Таким образом, наиболее удобным
с точки зрения моделирования является случай вырож-
денного ферми-газа, где наблюдается согласие как по
энергии, так и по РФР.

Несмотря на невозможность воспроизведения ди-
намического структурного фактора, МД моделирование
должно воспроизводить поведение статического струк-
турного фактора. На рисунке 3 приведены парциаль-
ные статические структурные факторы 𝑆𝑢𝑢(𝑞) и 𝑆𝑢𝑑(𝑞)
для неполяризованного идеального ферми-газа, вычис-
ленные с помощью МД при различных значениях при-
веденной температуры 𝜃 ∈ [0.2, 5]. Отметим, что струк-
турный фактор вычислялся напрямую по формуле (38),
но не как преобразование Фурье от РФР.

Для всех рассмотренных температур кривые 𝑆𝑢𝑑(𝑞)
флуктуируют около нулевого значения, что совпадает
с аналитическим результатом (54). Это подтверждает
отсутствие взаимодействия между частицами с проти-
воположными проекциями спина. В то же время, струк-
турный фактор 𝑆𝑢𝑢(𝑞) демонстрирует характерное для
ферми-систем подавление флуктуаций плотности на ма-
лых волновых числах, возникающее вследствие принци-
па Паули. По мере увеличения 𝑞 функция 𝑆𝑢𝑢(𝑞) моно-
тонно возрастает и стремится к асимптотическому зна-
чению 1/2, совпадающему с долей компоненты в неполя-
ризованном газе. Чем меньше 𝜃, тем более выражена об-
ласть подавления на малых 𝑞, что отражает усиление об-
менных корреляций в вырожденной системе. При боль-

q = 0.2:
 
 

q = 0.5:
 
 

q = 1:
 
 

q = 5:
 
 

q = 10:
 
 

Рисунок 2. Радиальная функция распределения 𝑔(𝑟) для
идеального неполяризованного ферми-газа при различных
значениях приведенной температуры 𝜃. Сплошными лини-
ями показаны данные из МД-моделирования, пунктирны-
ми линиями показан расчет по формуле (52). По горизон-
тальной оси используется логарифмический масштаб. В слу-
чае вырожденного газа наблюдается отличное согласие МД-
результатов с теоретическими данными, тогда как при при-
ближению к невырожденному случаю наблюдаются отли-
чия, возникающие вследствие конечного шага интегрирова-
ния уравнений движения.

ших 𝜃 кривые меняются слабо и приближаются к клас-
сическому пределу.

Из-за конечного размера ячейки возникает огра-
ничение на минимальную длину волны 𝑞min = 2𝜋/𝐿,
что не позволяет рассчитать структурный фактор при
𝑞 < 𝑞min. Тем не менее, в области 𝑞 ≥ 𝑞min полученные
из МД-моделирования зависимости 𝑆𝑢𝑢(𝑞) находятся в
отличном согласии с аналитическими выражениями для
идеального ферми-газа (53).

В целом, полученные результаты показывают, что
молекулярная динамика классической системы с псев-
допотенциалом, вычисленным из квантовой функции
распределения, обеспечивает высокую точность воспро-
изведения термодинамических и структурных характе-
ристик идеального неполяризованного ферми-газа как
при слабом, так и при сильном вырождении. Было пока-
зано, что энергия, радиальная функция распределения
и статический структурный фактор отлично согласуют-
ся с аналитическими результатами. Это подтверждает,
что МД-моделирование с использованием псевдопотен-
циального подхода позволяет получать точные данные
для термодинамических свойств вырожденных систем.

Стоит отметить, что выражение для статистиче-
ской суммы (12) может непосредственно применять-
ся в расчетах методом Монте-Карло [13]. Более то-
го, в случае идеального ферми-газа использование МД
не дает преимуществ и даже усложняет моделирова-
ние из-за конечного шага по времени. Однако получен-
ный многочастичный псевдопотенциал и соответствую-
щие силы представляют особый интерес при рассмот-
рении двухкомпонентных систем, где могут возникать
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Рисунок 3. Парциальные статические структурные фак-
торы 𝑆𝑢𝑢(𝑞) и 𝑆𝑢𝑑(𝑞) для неполяризованного идеального
ферми-газа при различных значениях приведенной темпе-
ратуры 𝜃. Сплошными линиями показаны результаты МД-
моделирования для 𝑆𝑢𝑢(𝑞), точечная линия показывает МД-
результат для 𝑆𝑢𝑑(𝑞), а пунктирная кривая — результат рас-
чета по аналитическим формулам (53). Для доступных зна-
чений волновых векторов 𝑞 ≥ 𝑞min наблюдается отличное
согласие результатов МД-моделирования с теоретическими
данными.

связанные состояния. Их описание в рамках квазиклас-
сической МД существенно упрощается в сравнении с ме-
тодом Монте-Карло, что делает рассматриваемый под-
ход особенно полезным при моделировании вырожден-
ных двухкомпонентных систем, например, плотной во-
дородной плазмы, с использованием псевдопотенциала
Кельбга [9].

В дальнейших работах этот метод будет распро-
странен на случай взаимодействующих систем, а так-
же применен в случае формализма интегралов по тра-
екториям с использованием замены переменных, пред-
ставленной в работе [12] (см. также [13]), позволяющей
решить проблему знаков.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе разработан и исследован псев-
допотенциальный подход к моделированию идеального
ферми-газа методом классической молекулярной дина-
мики, в том числе в случае сильного вырождения. На ос-
нове представления функции распределения идеального
ферми-газа в виде детерминанта в работе были получе-
ны выражения для многочастичного псевдопотенциала,
“межчастичных” сил и энергии, что позволяет использо-
вать стандартные схемы молекулярной динамики с тер-
мостатом Нозе–Гувера для генерации конфигурацион-
ного ансамбля, эквивалентного квантовому ансамблю и
подчиняющегося статистике Ферми.

Сравнение с аналитическими решениями показало,
что предложенный подход количественно воспроизво-
дит термодинамические и структурные характеристи-
ки идеального ферми-газа как при слабом, так и при
сильном вырождении. При этом, наиболее удобным для

моделирования с численной точки зрения является слу-
чай вырожденной системы. Было показано, что энер-
гия, радиальная функция распределения и статический
структурный фактор ферми-газа отлично согласуют-
ся с теорией, включая малое значение корреляционной
функции на малых расстояниях вследствие выполнения
принципа Паули, подавление длинноволновых флуктуа-
ций плотности, а также корректное асимптотическое по-
ведение при высоких температурах. Тем не менее, пред-
ставленный метод может быть применен только для
расчета статических свойств газа, тогда как представ-
ляющий огромный интерес динамический структурный
фактор является недоступным для этого метода. Тем
не менее, данный метод позволяет рассматривать сотни
фермионов в моделировании, что зачастую недоступно
в традиционных методах моделирования.
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