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Аннотация. Сформулирована модель обратного рассеяния радиоволны сгустком низкотемпера-
турной плазмы, часть которой отражает падающую волну. Получены аналитические результаты
для рассеяния волны конусообразным сгустком бесстолкновительной плазмы. Представлены ос-
новные положения схемы численного расчета эффективной площади рассеяния неоднородного
плазменного сгустка.

1. ВВЕДЕНИЕ

Разработка методов расчета рассеяния радиоволн
плазменными образованиями представляет практиче-
ский интерес для метеорной радиосвязи [1], метеор-
ной радиоастрономии [2], технологий изменения отра-
жательных свойств объектов с помощью плазмы [3],
а также для исследования ионосферы [4] и диагности-
ки плазмы [5]. Электрическое поле радиоволны вызы-
вает колебания плазменных электронов, поэтому пада-
ющая волна приводит к возникновению в плазме пере-
менного электрического тока, который является источ-
ником вторичных волн. Если часть плазмы отражает
падающую радиоволну, то появляется другой источник
таких волн — переменные токи на поверхности отраже-
ния волны.

Следует отметить, что задача расчета эффектив-
ной площади рассеяния (ЭПР) плазменного сгустка при
отражении радиоволны плазмой становится трехмерной
даже для осесимметричного сгустка, поскольку плаз-
ма, расположенная за поверхностью отражения волны,
не облучается. Более того, разделение плазмы на от-
ражающую и проницаемую зависит от длины волны и
направления облучения, что дополнительно усложняет
задачу расчетной оценки ЭПР неоднородного сгустка.
В связи с этим для решения этой задачи используют-
ся трехмерные программы численного моделирования
[6, 7].

Для оценки ЭПР плазменного сгустка можно ис-
пользовать упрощенную модель, в которой рассеянное
поле, по аналогии с принципом Гюйгенса, рассматри-
вается как суперпозиция полей элементарных вибрато-
ров [8]. Такими вибраторами являются токи, возбужда-
емые падающей волной в небольших объемах плазмы,
проницаемой для волны, а также в небольших участ-
ках поверхности отражения волны внутри плазмоида.
В результате амплитуда обратно рассеянной волны 𝐸s

складывается из двух составляющих: 𝐸s = 𝐸r + 𝐸p,
где 𝐸r — вклад отражающей падающую волну плазмы,
𝐸p — вклад проницаемой плазмы.

В работе [8] эта модель сформулирована для бес-
столкновительной плазмы. Целью данной работы яв-
ляется формулировка этой модели с учетом столкнове-
ний электронов, а также разработка расчетного метода
оценки ЭПР неоднородного плазменного сгустка.

2. МОДЕЛЬ ОБРАТНОГО РАССЕЯНИЯ

Выражение для расчета вклада отражающей плаз-
мы представляет собой поверхностный интеграл [8]:

𝐸r =
i

𝜆𝑅
𝐸0

∫︁
(𝑢𝑤) exp(−2i𝐾𝑞)d𝑆, (1)

где 𝑅 — расстояние до излучателя, 𝐸0 — амплитуда на-
пряженности электрического поля падающей радиовол-
ны,𝐾 — ее волновой вектор,𝑤 = 𝐾/𝐾, где𝐾 = 2𝜋/𝜆 —
волновое число, 𝜆 — длина волны, d𝑆 — элемент поверх-
ности отражения волны, расположение которого опреде-
ляется радиус-вектором 𝑞, 𝑢 — единичный вектор нор-
мали к элементу поверхности d𝑆; интегрирование про-
водится по всей поверхности отражения.

Тройной интеграл, который определяет вклад про-
ницаемой плазмы с учетом столкновений электронов,
получим тем же способом, что и в работе [8]:

𝐸p = −i
𝑟e
𝑅
𝐸0

∫︁
𝜔𝑁

𝐹 + i𝜔
exp(−2i𝐾𝑟)d𝑉, (2)

где 𝑟e = 𝑒2/(4𝜋𝜀0𝑚𝑒𝑐
2) — классический радиус электро-

на, 𝑁 = 𝑁(𝑟) — концентрация электронов, 𝐹 = 𝐹 (𝑟) —
частота их столкновений, d𝑉 — элемент объема прони-
цаемой плазмы, расположение которого характеризует-
ся радиус-вектором 𝑟. Интегрирование проводится по
объему плазмы, подвергающейся облучению, т.е. нужно
исключить область сгустка, находящуюся за поверхно-
стью отражения падающей волны.

После вычисления интегралов (1), (2) с помощью
известной формулы [9]

𝜎 = 4𝜋𝑅2 |𝐸s|2

|𝐸0|2

можно получить количественную оценку ЭПР плазмен-
ного сгустка. Из выражений (1), (2) следует, что фор-
мулу для расчета ЭПР сгустка можно записать в следу-
ющем виде:

𝜎 = 4𝜋|𝐺s|2,

где 𝐺s = 𝐺r +𝐺p, 𝐺r = 𝑅𝐸r/𝐸0, 𝐺p = 𝑅𝐸p/𝐸0.
Нахождение уравнения поверхности отражения па-

дающей волны внутри плазменного сгустка является
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Рисунок 1. Рассеяние радиоволны отражающей поверхно-
стью 𝑂𝐴𝐵, образующейся внутри конусообразного сгустка
плазмы.

отдельной задачей, для решения которой можно исполь-
зовать метод геометрической оптики. Условие отраже-
ния электромагнитной волны при наклонном падении
на слой неоднородной плазмы имеет вид [10]: 𝑛 = sin𝛼,
где 𝑛 — показатель преломления плазмы, 𝛼 — угол
между волновым вектором и нормалью к поверхности
плазмы в точке падения луча.

Рассмотрим точку𝑀(𝑝1, 𝑝2, 𝑝3) облучаемой поверх-
ности сгустка (рисунок 1). Уравнение луча, выходя-
щего из этой точки, имеет вид: 𝑟(𝑠) = 𝑝 + 𝑠𝑤, где
𝑝 = 𝑝1𝑒𝑥+ 𝑝2𝑒𝑦 + 𝑝3𝑒𝑧, s — параметр. Исходя из указан-
ного выше условия отражения и известного выражения
для показателя преломления плазмы [11], получим, что
возможность отражения луча определяется существова-
нием корня у трансцендентного уравнения для парамет-
ра 𝑠:

𝜀1(𝑠) +
√︁
𝜀21(𝑠) + 𝜀22(𝑠) + 2(𝑤𝑡)2 − 2 = 0. (3)

Здесь 𝑡 — единичный вектор нормали к облучаемой по-
верхности сгустка в точке𝑀 , а также используются сле-
дующие обозначения:

𝜀1(𝑠) = 1− 𝑁(𝑟(𝑠))

𝑁r[1 + 𝐹 2(𝑟(𝑠))/𝜔2]
,

𝜀2(𝑠) =
𝐹 (𝑟(𝑠))𝑁(𝑟(𝑠))

𝜔𝑁r[1 + 𝐹 2(𝑟(𝑠))/𝜔2]
,

где 𝜔 — круговая частота падающей волны,
𝑁r = 𝜋/(𝑟e𝜆

2).

Если уравнение (3) имеет корень 𝑠 = 𝑠0, то радиус-
вектор точки 𝑅(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) отражения луча внутри сгуст-
ка равен: 𝑞 = 𝑝+ 𝑠0𝑤. Если же это уравнение не имеет
решения, то плазма является проницаемой для рассмат-

риваемого луча. Очевидно, что предлагаемую модель
можно использовать в случае выполнения известного
условия применимости лучевого приближения в теории
распространения электромагнитных волн в плазме [11].
Кроме этого, длина волны должна быть существенно
меньше характерного размера сгустка.

3. КОНУСООБРАЗНЫЙ СГУСТОК

Для иллюстрации модели рассмотрим конусообраз-
ный сгусток бесстолкновительной плазмы, распределе-
ние концентрации электронов в котором имеет вид:

𝑁 = 𝑁0
𝑏

𝑎

(︂
1− 𝑥2 + 𝑦2

𝑎2

)︂
при 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐿,

где 𝑁0 — концентрация электронов на оси, 𝑏 — радиус
вершины усечённого конуса, 𝑎 = 𝑏+ 𝑧 tg𝜒 — радиус его
основания, 2𝜒 — угол раствора, 𝐿 — длина конуса.

Аналитические результаты можно получить, если
𝑤 = −𝑒𝑦. В этом случае уравнение (3) для параметра s
можно записать в следующем виде:

𝑁0
𝑏

𝑎

{︂
1− 1

𝑎2
[𝑥2 + (

√︀
𝑎2 − 𝑥2 − 𝑠)2]

}︂
−𝑁r cos

2 𝜒

(︂
1− 𝑥2

𝑎2

)︂
= 0. (4)

Это уравнение не имеет решения, если 𝛾 =
𝑁r cos

2 𝜒/𝑁0 ≥ 1; в этом случае плазма является
проницаемой и после вычисления интеграла (2) для
ЭПР сгустка найдем:

𝜎 = 𝜋

{︂
𝑁0

4𝐾𝑁r tg𝜒

[︂
𝑏

𝑏+ 𝐿 tg𝜒
𝐽1 (2𝑏𝐾 + 2𝐾𝐿 tg𝜒)

−𝐽1(2𝑏𝐾)

]︂}︂2

,

где 𝐽1(𝑥) — функция Бесселя.
При 𝛾 < 1 с помощью решения уравнения (4) для

поверхности отражения волны внутри сгустка получим
следующее выражение: 𝑦(𝑥, 𝑧) =

√︀
(1− 𝛾𝑎/𝑏)(𝑎2 − 𝑥2).

Это означает, что поверхность отражения представля-
ет собой половину поверхности эллиптического конуса
с полуосями сечения 𝑎 и 𝜇𝑎, где 𝜇 =

√︀
1− 𝛾𝑎/𝑏, при-

чем при 𝛾 ≤ 𝛾𝐿 = 1/(1 + 𝐿 tg𝜒/𝑏) длина этого конуса
совпадает с длиной сгустка: 𝐷 = 𝐿, а при 𝛾𝐿 < 𝛾 < 1
продольный размер поверхности отражения составляет
𝐷 = 𝑏(1/𝛾 − 1) ctg𝜒.

Для упрощения вычисления интеграла (1) перей-
дем к параметрическому представлению уравнения по-
верхности отражения волны: 𝑞 = 𝑎 cos 𝜉𝑒𝑥 + 𝜇𝑎 sin 𝜉𝑒𝑦 +
𝑧𝑒𝑧, где 0 ≤ 𝜉 ≤ 𝜋 — параметр. Тогда (𝑢𝑤)d𝑆 =
𝑎 sin 𝜉d𝜉d𝑧 и поверхностный интеграл принимает следу-
ющий вид:

𝐺r = − i

𝜆

∫︁ 𝐷

0

∫︁ 𝜋

0

𝑎 sin 𝜉 exp(2i𝜇𝑎𝐾 sin 𝜉)d𝜉d𝑧.

После интегрирования по параметру 𝜉 получим:

𝐺r =
i𝜋

𝜆

∫︁ 𝐷

0

𝑎

[︂
2

𝜋
+ i𝐽1(2𝜇𝑎𝐾)−H1(2𝜇aK)

]︂
dz, (5)
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где H1(x) — функция Струве [12]. Для конкретных зна-
чений параметров, входящих в однократный интеграл
(5), его можно вычислить с помощью существующих па-
кетов компьютерной математики.

Следует отметить, что при 𝛾 ≪ 1 падающая волна
отражается вблизи поверхности конусообразного сгуст-
ка, т.е. при 𝜇 = 1 формула (5) совпадает с результа-
том для поля обратно рассеянной волны отражающим
круглым конусом [13]. В этом случае можно найти явное
выражение для интеграла (5):

𝐺r =
i𝜆

16𝜋 tg𝜒
[𝑔(2𝑏𝐾)− 𝑔(2𝑏𝐾 + 2𝐾𝐿 tg𝜒)]. (6)

Здесь используются следующие обозначения:

𝑔(𝑥) = 𝑥H0(𝑥)− ℎ(𝑥) +
i𝜋

2
𝑥[𝐽1(𝑥)H0(𝑥)− 𝐽0(𝑥)H1(𝑥)],

ℎ(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

H0(𝑡)d𝑡,

где 𝐽0(𝑥) — функция Бесселя, H0(𝑥) — функция Струве.
Отметим, что при 𝑏 = 0, 𝜒 = 4∘, 𝐿 = 1.32𝜆/ tg𝜒 с

помощью формулы (6) для отражающего круглого ко-
нуса найдем: 10 lg(4𝜋|𝐺r|2/𝜆2) = 13.84 дБ, что находится
в пределах разброса экспериментальных данных [14].

4. СХЕМА ЧИСЛЕННОГО РАСЧЕТА

Рассмотрим прямоугольный параллелепипед, сто-
роны которого параллельны осям декартовой системы
координат 𝑂𝑥𝑦𝑧 и имеют такие размеры, что плазмен-
ный сгусток полностью располагается в этом паралле-
лепипеде. Введем трехмерную сетку, линии которой па-
раллельны осям системы координат 𝑂𝑥𝑦𝑧. В результа-
те плазменный сгусток можно рассматривать как на-
бор небольших объемных ячеек, представляющих собой
прямоугольные параллелепипеды.

Совокупность внешних граней параллелепипедов
представляет собой аппроксимацию поверхности сгуст-
ка прямоугольными площадками. Рассматривая лучи,
выходящие из точек пересечения линий сетки с поверх-
ностью плазмоида, с помощью указанного выше условия
отражения падающей волны можно получить аппрокси-
мацию поверхности ее отражения внутри сгустка в виде
набора прямоугольных площадок.

Таким образом, сеточное разбиение позволяет пред-
ставить облучаемую часть плазменного сгустка в ви-
де совокупности электрических диполей, которыми для
проницаемой плазмы являются переменные токи в
небольших объемных ячейках, а для отражающей плаз-
мы — в небольших треугольных площадках поверхности
отражения волны.

Исходя из выражения (1), для вклада от каждой из
элементарных треугольных площадок, аппроксимирую-
щих поверхность отражения волны, найдем:

Δ𝐺r𝑛 =
i

𝜆
(𝑤𝑢𝑛) exp(−2i𝐾𝑞𝑛)Δ𝑆𝑛, (7)

где 𝑞𝑛 — радиус-вектор центра 𝑛-ой площадки,Δ𝑆𝑛 — ее
площадь, 𝑢𝑛 — вектор единичной нормали к этой пло-
щадке. Аналогичное выражение для каждой облучае-
мой объемной ячейки проницаемой плазмы имеет вид:

Δ𝐺p𝑚 = − i𝜔

𝐹𝑚 + i𝜔
𝑟e𝑁𝑚 exp(−2i𝐾𝑟𝑚)Δ𝑉𝑚, (8)

где 𝑟𝑚 — радиус-вектор центра 𝑚-ой ячейки, 𝑁𝑚, 𝐹𝑚 —
значения концентрации электронов и частоты их столк-
новений в этой ячейке, Δ𝑉𝑚 — объем ячейки.

Суммирование выражений (7), (8) позволяет найти
вклады отражающей плазмы: 𝐺r =

∑︀
𝑛 Δ𝐺r𝑛 и прони-

цаемой плазмы: 𝐺p =
∑︀

𝑚 Δ𝐺p𝑚.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные результаты показывают, что про-
граммная реализация изложенной модели обратного
рассеяния радиоволн плазмой позволит найти коли-
чественную оценку ЭПР неоднородного плазменного
сгустка. Для тестирования этой программы можно ис-
пользовать как полученные аналитические выражения
для рассеяния радиоволны конусообразным плазмен-
ным сгустком, так и другие аналитические модели [15].
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