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Аннотация. В данной работе мы рассматриваем выражения для статистической суммы клас-
сического и ферми-газа в отсутствие взаимодействия, а также соответствующие им выражения
для энергии. На примере этих простых систем мы показываем характерные проблемы, которые
обычно возникают при моделировании взаимодействующих систем. Особенное внимание уделе-
но проблеме знаков, которая может быть эффективно устранена с помощью замены переменных,
представленной в работах В.С. Филинова с соавторами. Данная замена позволяет не только свести
сумму по перестановкам в статистической сумме фермионов к неотрицательному детерминанту,
но и аналитически выполнить интегрирование по траекториям в случае отсутствия взаимодей-
ствия. https://doi.org/10.33849/2024404

1. ВВЕДЕНИЕ

Методы Монте-Карло являются основой для перво-
принципного расчета термодинамических свойств раз-
личных веществ и модельных систем [1, 2]. Эти мето-
ды позволяют, теоретически, вычислять многомерные
интегралы с любой заданной точностью, что делает
их чрезвычайно полезными в статистической физике.
Кроме того, они дают возможность определять средние
значения термодинамических величин вне зависимости
от уровня неидеальности или вырождения системы.

Ключевой величиной для первопринципного моде-
лирования в 𝑁𝑉 𝑇 -ансамбле является оператор плотно-
сти (или матрица плотности) в координатном представ-
лении [3]. След этого оператора определяет статистиче-
скую сумму системы. В соответствии с подходом Фейн-
мана [4], статистическая сумма может быть представле-
на в виде интегралов по траекториям, где граничные
условия на траектории определяют статистику, кото-
рой подчиняются частицы. В численном моделировании
интеграл по траекториям заменяется повторным инте-
гралом, а сами траектории являются ломаными линия-
ми [2, 5]. Термодинамические величины, такие как энер-
гия и давление, выражаются как средние по ансамблю
таких траекторий в координатном пространстве.

Взаимодействие между частицами учитывается с
помощью формулы Троттера для ограниченных снизу
потенциалов [6]. В случае неограниченных потенциалов
взаимодействие можно учесть методом псевдопотенци-
алов [7], например, с помощью высокотемпературного
решения Кельбга для матрицы плотности в первом по-
рядке теории возмущений [8, 9] или вычисления суммы
Слэтера [10]. Так как подходы Троттера и Кельбга яв-
ляются точными только в пределе высоких температур,
необходимо использовать представление статистической
суммы в виде интегралов по траекториям, с помощью
которого становится возможным рассматривать в прин-
ципе любые конечные температуры.

Стоит также отметить, что на основании пред-
ставления интегралов по траекториям без перестановок
можно построить метод молекулярной динамики с инте-
гралами по траекториям [11] для учета конечного разме-
ра частиц. Оказывается, что в некоторых случаях, осо-
бенно при малых температурах, такой учет квантовых

эффектов может оказывать влияние на динамические и
структурные свойства молекул [12].

Хотя формализм интегралов по траекториям позво-
ляет в теории получать результаты с произвольной точ-
ностью для многочастичных квантовых систем, при его
применении возникают несколько сложностей. Одной из
главных проблем является проблема знаков, которая
особенно актуальна для фермионов. Она заключается
в том, что некоторые траектории вносят отрицатель-
ный вклад в статистическую сумму, из-за чего стандарт-
ные методы Монте-Карло становятся неприменимыми.
Для преодоления этой проблемы было разработано мно-
жество методов, которые либо основаны на неконтроли-
руемых приближениях, либо требуют огромных вычис-
лительных затрат, ограничивая число частиц в моде-
лировании несколькими десятками (или даже единица-
ми) [13, 14].

Недавно В.С. Филинов с соавторами предложил за-
мену переменных, которая позволяет устранить пробле-
му знаков без потери точности [15]. В этом подходе ис-
пользуются так называемые “замкнутые” траектории,
благодаря которым перестановки в статистической сум-
ме сводятся к вычислению неотрицательного детерми-
нанта. Этот метод позволяет избежать экспоненциаль-
ного роста статистической погрешности с увеличением
числа частиц, характерного для метода перевзвешива-
ния [16] (см. раздел 4.2).

В настоящей работе мы рассматриваем идеи из [15]
на примерах идеального больцмановского и ферми-
газа. Мы демонстрируем явные преимущества подхо-
да В.С. Филинова при моделировании с интегралами
по траекториям. Несмотря на то, что рассматриваемые
в данной работе системы достаточно просты, а их тер-
модинамические свойства хорошо известны, предложен-
ные методы легко обобщаются на взаимодействующие
системы. Следует отметить, что при этом могут воз-
никать дополнительные сложности, особенно связанные
с суммированием по перестановкам.

2. МАТРИЦА ПЛОТНОСТИ

Термодинамические свойства квантовой системы
с гамильтонианом 𝐻̂ при температуре 𝑇 можно вычис-
лить из матрицы плотности, 𝜌(𝛽), и ее координатного
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представления, 𝜌(R,R′;𝛽):

𝜌(𝛽) = exp(−𝛽𝐻̂), 𝜌(R,R′;𝛽) = ⟨R|𝜌(𝛽)|R′⟩, (1)

где 𝛽 = (𝑘𝑇 )−1, R = (r1, . . . , r𝑁 ) — координаты всех
частиц системы и 𝑘 — постоянная Больцмана. Матрица
плотности удовлетворяет следующему дифференциаль-
ному уравнению:

𝑑𝜌(𝛽)

𝑑𝛽
= −𝐻̂𝜌(𝛽), (2)

которое называется уравнением Блоха. Используя то,
что гамильтониан 𝐻̂ коммутирует сам с собой, можно
представить оператор плотности в виде 𝑛+1 одинаковых
экспоненциальных сомножителей:

exp(−𝛽𝐻̂) =

𝑛∏︁
𝑘=0

exp(−𝜀𝐻̂), (3)

где 𝜀 = 𝛽/(𝑛+1). Используя далее соотношение полноты
для координатного базиса, можно представить матрицу
плотности в виде 𝑛 повторных интегралов:

𝜌(R,R′;𝛽) =

∫︁
𝑑R1 . . . 𝑑R𝑛×

× 𝜌(R,R1; 𝜀)𝜌(R1,R2; 𝜀) . . . 𝜌(R𝑛,R
′; 𝜀), (4)

где R𝑘 = (r1,𝑘, . . . , r𝑁,𝑘). В пределе 𝑛 → ∞ можно полу-
чить представление матрицы плотности в виде функци-
онального интеграла по непрерывным траекториям [4].
Мы будем рассматривать только конечные значения 𝑛.

Статистическая сумма есть след оператора плотно-
сти. В общем случае тождественных частиц:

𝑍(𝛽) =
1

𝑁 !

∑︁
𝑃

𝜎𝑃

∫︁
𝑉 𝑁

𝑑R0

∫︁
𝑑R1 . . . 𝑑R𝑛×

× 𝜌(R0,R1; 𝜀)𝜌(R1,R2; 𝜀) . . . 𝜌(R𝑛,R𝑛+1; 𝜀), (5)

где R𝑛+1 = 𝑃R0; 𝑃 — оператор перестановки с чет-
ностью 𝑃 ; 𝜎𝑃 = 1 для бозе-системы и 𝜎𝑃 = (−1)𝑃

для ферми-системы [4]. В пределе малого вырождения
основной вклад в статистическую сумму вносит толь-
ко тождественная перестановка; такая статистическая
сумма соответствует распределению Больцмана. Зача-
стую, в случае больцмановских частиц (которые также
называют больцманонами), фактор 1/𝑁 ! не указывает-
ся; такую статистическую сумму мы будем обозначать
𝑄(𝛽):

𝑄(𝛽) =

∫︁
𝑉 𝑁

𝑑R0

∫︁
𝑑R1 . . . 𝑑R𝑛×

× 𝜌(R0,R1; 𝜀)𝜌(R1,R2; 𝜀) . . . 𝜌(R𝑛,R0; 𝜀). (6)

Оператор плотности в координатном представле-
нии для невзаимодействующей классической системы
можно получить достаточно просто. Так как оператор
плотности 𝑁 невзаимодействующих классических ча-
стиц факторизуется, рассмотрим оператор плотности
для одной частицы в координатном представлении:

𝜌(r, r′;𝛽) = ⟨r| exp
(︀
−𝛽p̂2/(2𝑚)

)︀
|r′⟩. (7)

Далее дважды воспользуемся условием полноты им-

пульсного базиса, и получим:

𝜌(r, r′;𝛽) =
∫︁

𝑑p𝑑g⟨r|p⟩⟨p|𝑒−𝛽p̂2/(2𝑚)|g⟩⟨g|r′⟩ =

=

∫︁
𝑑p𝑒−𝛽p2/(2𝑚)⟨r|p⟩⟨p|r′⟩ =

=

∫︁
𝑑p

(2𝜋~)3
𝑒−𝛽p2/(2𝑚)𝑒𝑖p·(r−r

′)/~ =

=

(︂
𝑚

2𝜋~2𝛽

)︂3/2

exp

(︂
−𝑚(r− r′)2

2~2𝛽

)︂
. (8)

Тогда для 𝑁 частиц получаем (𝜅2 ≡ 𝑚/(2𝜋~2𝛽)):

𝜌(R,R′;𝛽) = 𝜅3𝑁 exp

[︃
−𝜋𝜅2

𝑁∑︁
𝑖=1

(r𝑖 − r′𝑖)2
]︃
. (9)

Такое же уравнение было получено в [4] в результате ре-
шения уравнения Блоха (2). Полученная матрица плот-
ности может быть использована дальше для вычисле-
ния термодинамических свойств невзаимодействующих
частиц, как в случае больцмановской статистики, так и
в случае неразличимых частиц (Ферми или Бозе).

Теперь рассмотрим представление классического
невзаимодействующего (идеального) газа 𝑁 частиц с
интегралами по траекториям.

3. ИДЕАЛЬНЫЙ БОЛЬЦМАНОВСКИЙ ГАЗ

Рассмотрим самый простой случай: невзаимодей-
ствующий газ 𝑁 частиц (без обмена, классический иде-
альный газ). Тогда статистическая сумма 𝑄(𝛽) выража-
ется следующим образом:

𝑄(𝛽) = Sp𝜌(𝛽) =

∫︁
𝑉 𝑁

𝑑R0𝜌(R0,R0;𝛽). (10)

Как было показано выше (9), матрица плотности для
невзаимодействующих частиц известна точно для лю-
бой температуры. В результате, представление стати-
стической суммы в виде интегралов по траекториям не
является необходимым, а экспонентна в выражении (9)
равна 1; следовательно

𝑄(𝛽) =

∫︁
𝑉 𝑁

𝑑R0𝜅
3𝑁 = 𝜅3𝑁𝑉 𝑁 , (11)

откуда сразу же получаем известный ответ для энергии
(все частные производные по 𝛽 полагаются при фикси-
рованном объеме системы 𝑉 ):

𝛽𝐸 = −𝛽
𝜕 ln𝑄(𝛽)

𝜕𝛽
= 3𝑁/2. (12)

3.1. Идеальный газ в представлении интегралов по

траекториям

Воспользуемся теперь разбиением на интегралы по
траекториям (𝜀 = 𝛽/(𝑛+1)) в выражении для статисти-
ческой суммы (10):

𝑄(𝛽) =

∫︁
𝑉 𝑁

𝑑R0

∫︁
𝑑R1 . . . 𝑑R𝑛

𝑛∏︁
𝑘=0

𝜌(R𝑘,R𝑘+1; 𝜀) =

= (𝑛+ 1)
3𝑁
2 (𝑛+1)

𝜅3𝑁(𝑛+1)×

×
∫︁

𝑑ℛ exp

[︃
−𝜋(𝑛+ 1)𝜅2

𝑛∑︁
𝑘=0

(R𝑘 −R𝑘+1)
2

]︃
, (13)
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где последняя координата R𝑛+1 =
(r1,𝑛+1, r2,𝑛+1, . . . , r𝑁,𝑛+1) = R0. Для удобства здесь
введено обозначение ℛ = (R0,R1, . . . ,R𝑛), а также
символ дифференциала 𝑑ℛ = 𝑑R0 . . . 𝑑R𝑛. Под симво-
лом (R𝑘 −R𝑘+1)

2 понимается сумма по всем частицам,∑︀𝑁
𝑖=1(r𝑖,𝑘 − r𝑖,𝑘+1)

2. Для начала рассчитаем энергию
напрямую из (13):

𝛽𝐸=−𝛽
𝜕 ln𝑄(𝛽)

𝜕𝛽
=− 𝛽

𝑄(𝛽)

𝜕

𝜕𝛽

{︃(︀
𝜅2(𝑛+ 1)

)︀3𝑁(𝑛+1)/2 ×

×
∫︁

𝑑ℛ exp

[︃
−𝜋(𝑛+ 1)𝜅2

𝑛∑︁
𝑘=0

(R𝑘 −R𝑘+1)
2

]︃}︃
. (14)

Зависимость от температуры присутствует только в пе-
ременной 𝜅 = 𝜅(𝛽):

𝛽𝐸 =
3𝑁

2
(𝑛+ 1)−

(︀
(𝑛+ 1)𝜅2

)︀3𝑁(𝑛+1)/2 ×

×
∫︁

𝑑ℛ
𝑄(𝛽)

exp

[︃
−𝜋(𝑛+ 1)𝜅2

𝑛∑︁
𝑘=0

(R𝑘 −R𝑘+1)
2

]︃
×

× 𝜋(𝑛+ 1)𝜅2
𝑛∑︁

𝑘=0

(R𝑘 −R𝑘+1)
2. (15)

В результате, получаем следующее выражение для
энергии:

𝛽𝐸 =
3𝑁

2
(𝑛+ 1)− 𝜋(𝑛+ 1)𝜅2

⟨
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑁∑︁
𝑖=1

(r𝑖,𝑘 − r𝑖,𝑘+1)
2

⟩
.

(16)

В данной работе, усреднение ⟨𝑓(ℛ)⟩ означает сле-
дующее выражение:

⟨𝑓(ℛ)⟩ =
∫︀
𝑊 (ℛ)𝑓(ℛ) 𝑑ℛ∫︀

𝑊 (ℛ) 𝑑ℛ
, (17)

где 𝑊 (ℛ) отражает вес каждой конфигурации, ко-
торый, вообще говоря, может быть как положитель-
ным, так и отрицательным (см. также раздел 4.2).
При усреднении в выражении (16) используется 𝑊 (ℛ),
соответствующая статистической сумме (13) (то есть
𝑄(𝛽) =

∫︀
𝑊 (ℛ)𝑑ℛ).

Формула (16) зачастую используется в работах по
моделированию с интегралами по траекториям для рас-
чета кинетической энергии. Несмотря на формальную
корректность этого выражения, оно обладает особенно-
стью в пределе 𝑛 → ∞, так как каждое слагаемое рас-
ходится в этом пределе:

3𝑁

2
(𝑛+ 1) −−−−→

𝑛→∞
∞, (18)

𝜋(𝑛+ 1)𝜅2

⟨
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑁∑︁
𝑖=1

(r𝑖,𝑘 − r𝑖,𝑘+1)
2

⟩
−−−−→
𝑛→∞

∞, (19)

хотя их сумма 𝛽𝐸 остается конечной. Такое поведе-
ние приводит к увеличению статистической погрешно-
сти полной энергии с увеличением 𝑛, что будет показано
далее (см. таблицу 1).

3.2. Безразмерные переменные

Тем не менее, этой расходимости и увеличения по-
грешности можно избежать. Для этого мы вводим заме-
ну переменных, представленную в работах В.С. Фили-

нова с соавторами (см. например [5]):
(𝜂1,𝑘, . . . ,𝜂𝑁,𝑘) = H𝑘 = 𝜅(R𝑘 −R𝑘−1), (20)

𝜂𝑖,𝑘 = 𝜅(r𝑖,𝑘 − r𝑖,𝑘−1), 𝑘 ∈ [1, . . . , 𝑛+ 1], (21)
причем дифференциалы преобразуются следующим об-
разом:

𝑑H𝑘 = 𝜅3𝑁𝑑(R𝑘 −R𝑘−1) = 𝜅3𝑁𝑑R𝑘, (22)

𝑑𝜂𝑖,𝑘 = 𝜅3𝑑(r𝑖,𝑘 − r𝑖,𝑘−1) = 𝜅3𝑑r𝑖,𝑘. (23)
При этом, координаты R𝑚 на 𝑚-ом слое выражается
через R0:

R𝑚 = R0 + 𝜅−1
𝑚∑︁

𝑘=1

H𝑘. (24)

Тогда безразмерная переменнаяH𝑛+1 выражается через
все промежуточные:

H𝑛+1 = −𝜅(R𝑛 −R0) = −
𝑛∑︁

𝑘=1

H𝑘, (25)

𝜂𝑖,𝑛+1 = −𝜅(r𝑖,𝑛 − r𝑖,0) = −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜂𝑖,𝑘, (26)

вследствие граничных условий R𝑛+1 = R0. Статисти-
ческая сумма (13) после замены переменных принимает
вид:

𝑄(𝛽) = 𝜅3𝑁 (𝑛+ 1)3𝑁(𝑛+1)/2

∫︁
𝑉 𝑁

𝑑R0×

×
∫︁

𝑑H1 . . . 𝑑H𝑛 exp

[︃
−𝜋(𝑛+ 1)

𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜂2
𝑖,𝑘

]︃
. (27)

В результате интегрирование производится по безраз-
мерным переменным H𝑘 в бесконечных пределах, а вся
температурная зависимость перешла в предэкспоненци-
альный множитель. Тогда, рассчитывая производную
по температуре, получим:

𝛽𝐸 = −𝛽
𝜕 ln𝑄(𝛽)

𝜕𝛽
= −

1

𝑄(𝛽)
𝛽
𝜕𝜅3𝑁

𝜕𝛽
(𝑛+ 1)3𝑁(𝑛+1)/2×

×
∫︁

𝑉 𝑁

𝑑R0

∫︁
𝑑H1 . . . 𝑑H𝑛 exp

[︃
−𝜋(𝑛+ 1)

𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜂2
𝑖,𝑘

]︃
.

(28)

Так как
𝜕𝜅

𝜕𝛽
= −

𝜅

2𝛽
,

𝜕𝜅3𝑁

𝜕𝛽
= −

3𝑁

2𝛽
𝜅3𝑁 , (29)

мы получаем известный результат

𝛽𝐸 =
3𝑁

2
. (30)

Таким образом, для любой конфигурацииℛ энергия по-
лучается равной 3𝑁/2.

Тем не менее, возникает вопрос, каким образом
можно получить напрямую эквивалентность выраже-
ний для энергии (16) и (30)?

3.3. Интегрирование статистической суммы

идеального газа по траекториям

Во-первых, можно заметить, что интегралы по пе-
ременным H𝑘 в выражении (27) можно взять анали-
тически. Сначала используем то, что статистическая
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сумма факторизуется:

𝑄(𝛽) =

𝑁∏︁
𝑖=1

𝐼𝑖, (31)

где

𝐼𝑖 = 𝜅3(𝑛+ 1)3(𝑛+1)/2

∫︁
𝑉

𝑑r𝑖,0×

×
∫︁

𝑑𝜂𝑖,1 . . . 𝑑𝜂𝑖,𝑛 exp

[︃
−𝜋(𝑛+ 1)

𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝜂2
𝑖,𝑘

]︃
. (32)

Так как все интегралы 𝐼𝑖 для разных 𝑖 имеют одну и ту
же форму, мы пропустим индекс 𝑖 и будем писать 𝐼𝑖 ≡ 𝐼.
Также мы воспользуемся явно выражением для пере-
менной 𝜂𝑖,𝑛+1 из уравнения (26). Тогда интеграл прини-
мает вид:

𝐼 = 𝜅3(𝑛+ 1)3(𝑛+1)/2

∫︁
𝑉

𝑑r0

∫︁
𝑑𝜂1 . . . 𝑑𝜂𝑛×

× exp

⎡⎣−𝜋(𝑛+ 1)

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝜂2
𝑘 +

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜂𝑘

)︃2
⎞⎠⎤⎦ . (33)

Проинтегрируем для начала по переменной 𝜂𝑛. Для это-
го мы введем следующую замену:

w𝑛 =

𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝜂𝑘, 𝑤𝑛 = |w𝑛|, (34)

𝑞2𝑛 =

𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝜂2
𝑘. (35)

Тогда интеграл по 𝜂𝑛 принимает вид:∫︁
R3

𝑑𝜂𝑛 exp

⎧⎨⎩−𝜋(𝑛+ 1)

⎡⎣ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝜂2
𝑘 +

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜂𝑘

)︃2
⎤⎦⎫⎬⎭ =

=

∫︁
R3

𝑑𝜂𝑛𝑒
−𝜋(𝑛+1)𝑞2𝑛𝑒−𝜋(𝑛+1)[𝜂2

𝑛+(𝜂𝑛+w𝑛)
2]. (36)

Раскрывая скобки в экспоненте и переходя к сфериче-
ским координатам (𝜂𝑛 · w𝑛 = 𝜂𝑛𝑤𝑛𝑢𝑛, 𝑢𝑛 есть косинус
угла между векторами 𝜂𝑛 и w𝑛 и меняется от 1 до −1),
получаем:

∞∫︁
0

𝑑𝜂𝑛2𝜋𝜂
2
𝑛𝑒

−𝜋(𝑛+1)(𝑞2𝑛+𝑤2
𝑛)×

×
1∫︁

−1

𝑑𝑢𝑛𝑒
−2𝜋(𝑛+1)[𝜂2

𝑛+𝜂𝑛𝑤𝑛𝑢𝑛] =
𝑒−𝜋(𝑛+1)(𝑞2𝑛+𝑤2

𝑛/2)

2
√
2(𝑛+ 1)3/2

.

(37)

Для взятия интеграла по переменной 𝜂𝑛−1 заметим, что

𝑞2𝑛 + 𝑤2
𝑛/2 = 𝜂2

𝑛−1 + 𝑞2𝑛−1 + (𝜂𝑛−1 +w𝑛−1)
2/2. (38)

Тогда, проделывая аналогичную процедуру интегриро-
вания, получаем:∫︁

R3

𝑑𝜂𝑛−1

𝑒−𝜋(𝑛+1)(𝑞2𝑛+𝑤2
𝑛/2)

2
√
2(𝑛+ 1)3/2

=
𝑒−𝜋(𝑛+1)(𝑞2𝑛−1+𝑤2

𝑛−1/3)

3
√
3(𝑛+ 1)3

.

(39)
Производя интегрирование 𝑚 раз, получаем:

𝑒−𝜋(𝑛+1)(𝑞2𝑛−𝑚+𝜂2
𝑛−𝑚+(𝜂𝑛−𝑚+w𝑛−𝑚)2/(𝑚+1))

(𝑚+ 1)
√︀
(𝑚+ 1)(𝑛+ 1)3𝑚/2

, (40)

и интеграл 𝐼 принимает вид:

𝐼 = 𝜅3(𝑛+ 1)3(𝑛+1)/2

∫︁
𝑉

𝑑r0

∫︁
𝑑𝜂1 . . . 𝑑𝜂𝑛−𝑚×

× 𝑒
−𝜋(𝑛+1)

(︁
𝑞2𝑛−𝑚+𝜂2

𝑛−𝑚+(𝜂𝑛−𝑚+w𝑛−𝑚)
2
/(𝑚+1)

)︁
(𝑚+ 1)

√︀
(𝑚+ 1)(𝑛+ 1)3𝑚/2

. (41)

Если𝑚 = 𝑛−1, то 𝑞21 = 0 и w1 = 0, а интеграл по 𝜂1 лег-
ко рассчитывается в сферической системе координат:

𝐼 = 𝜅3(𝑛+1)3(𝑛+1)/2

∫︁
𝑉

𝑑r0

∫︁
𝑑𝜂1

𝑒−𝜋(𝑛+1)(𝜂2
1+𝜂2

1/𝑛)

𝑛
√
𝑛(𝑛+ 1)3(𝑛−1)/2

=

= 𝜅3

∫︁
𝑉

𝑑r0 = 𝜅3𝑉. (42)

В результате, получаем статистическую сумму идеаль-
ного газа (без учета тождественности частиц):

𝑄(𝛽) = 𝜅3𝑁𝑉 𝑁 . (43)

Таким образом, с помощью замены (20) удается
проинтегрировать по всем траекториям статистическую
сумму идеального газа. Помимо этого, мы получили сле-
дующее соотношение, которое будет использовано да-
лее:∫︁

𝑑H1 . . . 𝑑H𝑛𝑒
−𝜋(𝑛+1)

𝑛+1∑︀
𝑘=1

𝑁∑︀
𝑖=1

𝜂2
𝑖,𝑘

= (𝑛+ 1)−3𝑁(𝑛+1)/2.

(44)

Для расчета кинетической энергии (16) необходимо
рассчитать следующее среднее:

𝜅2

⟨
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑁∑︁
𝑖=1

(r𝑖,𝑘 − r𝑖,𝑘+1)
2

⟩
=

⟨
𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜂2
𝑖,𝑘

⟩
. (45)

Для этого введем в статистическую сумму параметр 𝛼,
чтобы воспользоваться далее дифференцированием по
параметру:

𝑄(𝛽;𝛼) = 𝜅3𝑁 (𝑛+ 1)3𝑁(𝑛+1)/2

∫︁
𝑉 𝑁

𝑑R0×

×
∫︁

𝑑H1 . . . 𝑑H𝑛 exp

[︃
−𝜋(𝑛+ 1)𝛼

𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜂2
𝑖,𝑘

]︃
. (46)

Производная по параметру оказывается связана с иско-
мым средним:

𝜕 ln𝑄(𝛽;𝛼)

𝜕𝛼

⃒⃒⃒⃒
𝛼=1

=

⟨
−𝜋(𝑛+ 1)

𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜂2
𝑖,𝑘

⟩
. (47)

Вычислить 𝑄(𝛽;𝛼) можно аналогично процеду-
ре (31)–(43). Тогда снова используем факторизацию:

𝑄(𝛽;𝛼) =

𝑁∏︁
𝑖=1

𝐼𝑖(𝛼). (48)

После интегрирования 𝑚 раз, мы получаем формулу,
аналогичную выражению (41):

𝐼𝑖(𝛼) = 𝐼(𝛼) = 𝜅3(𝑛+ 1)3(𝑛+1)/2

∫︁
𝑉

𝑑r0

∫︁
𝑑𝜂1 . . . 𝑑𝜂𝑛−𝑚×

× 𝑒
−𝜋(𝑛+1)𝛼

(︁
𝑞2𝑛−𝑚+𝜂2

𝑛−𝑚+(𝜂𝑛−𝑚+w𝑛−𝑚)
2
/(𝑚+1)

)︁
(𝑚+ 1)

√︀
(𝑚+ 1)𝛼3𝑚/2(𝑛+ 1)3𝑚/2

. (49)

Тогда снова подставим 𝑚 = 𝑛 − 1 и найдем значение
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интеграла (𝐼𝑖(𝛼) = 𝐼(𝛼)):

𝐼(𝛼) = 𝜅3(𝑛+ 1)3(𝑛+1)/2×

×
∫︁
𝑉

𝑑r0

∫︁
𝑑𝜂1

𝑒−𝜋(𝑛+1)𝛼(𝜂2
1+𝜂2

1/𝑛)

𝑛
√
𝑛𝛼3(𝑛−1)/2(𝑛+ 1)3(𝑛−1)/2

=

= 𝜅3𝛼−3𝑛/2

∫︁
𝑉

𝑑r0 = 𝜅3𝛼−3𝑛/2𝑉. (50)

В результате, получаем параметризованное выражение
статистической суммы:

𝑄(𝛽;𝛼) = 𝜅3𝑁𝛼−3𝑛𝑁/2𝑉 𝑁 . (51)

Далее воспользуемся связью (47):⟨
𝜋(𝑛+ 1)

𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜂2
𝑖,𝑘

⟩
= −

𝜕 ln𝑄(𝛽;𝛼)

𝜕𝛼

⃒⃒⃒⃒
𝛼=1

=
3𝑁

2
𝑛,

(52)
что в итоге приводит полную энергию (16) к виду:

𝛽𝐸 =
3𝑁

2
(𝑛+ 1)−

3𝑁𝑛

2
=

3𝑁

2
, (53)

который уже был получен в (30).
Стоит отметить, что в представлении обычных ко-

ординат энергия отдельной конфигурации 𝛽𝐸(ℛ):

𝛽𝐸(ℛ) =
3𝑁

2
(𝑛+ 1)− 𝜋(𝑛+ 1)𝜅2

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑁∑︁
𝑖=1

(r𝑖,𝑘 − r𝑖,𝑘+1)
2

(54)
может значительно отличаться от 3𝑁/2 и даже быть от-
рицательной.

Такое поведение этой функции имеет следующий
физический смысл. Главный вклад в статистическую
сумму вносят траектории, характерный “размах” ко-
торых равен тепловой длине волны де Бройля 𝜅−1.
Можно интерпретировать этот “размах” как размер ча-
стицы. Если траектория имеет слишком большой раз-
мах, то такая траектория не является равновесной
(в термодинамическом смысле), что приводит к зна-

чительному увеличению вклада ⟨
𝑛∑︀

𝑘=0

𝑁∑︀
𝑖=1

(r𝑖,𝑘 − r𝑖,𝑘+1)
2⟩

и уменьшению энергии. Наоборот, если размах траек-
тории слишком мал относительно равновесной, вклад

⟨
𝑛∑︀

𝑘=0

𝑁∑︀
𝑖=1

(r𝑖,𝑘 − r𝑖,𝑘+1)
2⟩ ≈ 0, и полная энергия значитель-

но превышает равновесную, 3𝑁/2.
Тем не менее, замена переменных (20) приводит

к тому, что энергия любой конфигурации (или набо-
ра траекторий) ℛ имеет одинаковое значение; в то же
время, основной вклад в статистическую сумму все еще
вносят траектории с характерным размахом 𝜅−1.

4. ИДЕАЛЬНЫЙ ФЕРМИ-ГАЗ

Статистическая сумма для ферми-газа в соответ-
ствии с (5) записывается как сумма по перестановкам

(без интегралов по траекториям):

𝑍(𝛽) =
1

𝑁 !

∑︁
𝑃

(−1)𝑃
∫︁

𝑉 𝑁

𝑑R𝜌(R, 𝑃R;𝛽). (55)

Как и в случае больцмановской системы, представление
интегралов по траекториям не является необходимым,
так как уравнение (55) является точным. Тем не ме-
нее, из-за перестановок необходимо использовать недиа-
гональные матричные элементы, в отличие от больцма-
новского газа (11). Подставляя выражение для матрицы
плотности (9), мы получим:

𝑍(𝛽)=
1

𝑁 !

∑︁
𝑃

(−1)𝑃𝜅3𝑁

∫︁
𝑉 𝑁

𝑒
−𝜋𝜅2

𝑁∑︀
𝑖=1

(r𝑖−𝑃r𝑖)
2

𝑑r1 . . . 𝑑r𝑁 .

(56)
Сумму по перестановкам можно представить в виде
неотрицательного детерминанта:∑︁

𝑃

(−1)𝑃 𝑒
−𝜋𝜅2

𝑁∑︀
𝑖=1

(r𝑖−𝑃r𝑖)
2

=

=
∑︁
𝑃

(−1)𝑃
𝑁∏︁
𝑖=1

𝑒−𝜋𝜅2(r𝑖−𝑃r𝑖)
2

= det𝐴(𝛽) ≥ 0, (57)

где 𝐴(𝛽) =
⃦⃦
𝑒−𝜋𝜅2(r𝑖−r𝑗)2

⃦⃦
. Тогда статистическая сумма

принимает вид:

𝑍(𝛽) =
1

𝑁 !
𝜅3𝑁

∫︁
𝑉 𝑁

det
⃦⃦⃦
𝑒−𝜋𝜅2(r𝑖−r𝑗)2

⃦⃦⃦
𝑑r1 . . . 𝑑r𝑁 . (58)

При дифференцировании выражения (58) для вычисле-
ния энергии, возникает производная по температуре от
детерминанта. К счастью, такая производная выража-
ется через сам детерминант (формула Якоби [17]):

𝜕

𝜕𝛽
det𝐴(𝛽) = det𝐴(𝛽)× tr

(︂
𝐴−1(𝛽)

𝜕𝐴(𝛽)

𝜕𝛽

)︂
, (59)

где 𝐴−1(𝛽) — обратная матрица. Таким образом, пред-
ставляется возможным записать производную по темпе-
ратуре в виде среднего по ансамблю. После дифферен-
цирования (58), получаем:

𝛽𝐸 = −𝛽
𝜕 ln𝑍(𝛽)

𝜕𝛽
=

3𝑁

2
−
⟨
tr

(︂
𝐴−1(𝛽)𝛽

𝜕𝐴(𝛽)

𝜕𝛽

)︂⟩
,

(60)
где матрица из производных имеет вид:

𝛽
𝜕𝐴(𝛽)

𝜕𝛽
=
⃦⃦⃦
𝜋𝜅2(r𝑖 − r𝑗)2𝑒−𝜋𝜅2(r𝑖−r𝑗)2

⃦⃦⃦
, (61)

а при усреднении в выражении (60) используется ве-
совая функция det𝐴(𝛽). Стоит еще раз отметить, что
детерминант det𝐴(𝛽) в формуле (58) является неотри-
цательным, что делает возможным использование стан-
дартных методов Монте-Карло.

4.1. Идеальный ферми-газ в представлении интегралов по траекториям

Основные трудности возникают при представлении статистической суммы фермионов в формализме интегра-
лов по траекториям даже в отсутствии взаимодействия:

𝑍(𝛽) =
1

𝑁 !

(︀
𝜅2(𝑛+ 1)

)︀ 3𝑁
2 (𝑛+1)∑︁

𝑃

(−1)𝑃
∫︁

𝑉 𝑁

𝑑R0

∫︁
𝑑R1 . . . 𝑑R𝑛 exp

{︃
−𝜋(𝑛+ 1)𝜅2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑘=0

(r𝑖,𝑘+1 − r𝑖,𝑘)2
}︃
, (62)
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где r𝑖,𝑛+1 = 𝑃r𝑖,0. Все перестановки, содержащие квадрат разности (r𝑖,𝑛 − 𝑃r𝑖,0)2, снова можно собрать в детерми-
нант:

𝑍(𝛽) =
1

𝑁 !

(︀
𝜅2(𝑛+ 1)

)︀ 3𝑁
2 (𝑛+1)

∫︁
𝑉 𝑁

𝑑R0

∫︁
𝑑R1 . . . 𝑑R𝑛 exp

{︃
−𝜋(𝑛+ 1)𝜅2

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑁∑︁
𝑖=1

(r𝑖,𝑘 − r𝑖,𝑘+1)
2

}︃
det𝐴𝑛(𝛽), (63)

где матрица имеет вид:

𝐴𝑛(𝛽) =
⃦⃦
exp

{︀
−𝜋(𝑛+ 1)𝜅2(r𝑖,𝑛 − r𝑗,0)2

}︀⃦⃦
. (64)

При расчете энергии снова возникает обратная матрица 𝐴−1
𝑛 (𝛽) и матрица из производных:

𝛽 𝜕𝐴𝑛(𝛽)
𝜕𝛽 =

⃦⃦⃦
𝛽 𝜕

𝜕𝛽 exp
{︀
−𝜋(𝑛+ 1)𝜅2(r𝑖,𝑛 − r𝑗,0)2

}︀⃦⃦⃦
=
⃦⃦
exp

{︀
−𝜋(𝑛+ 1)𝜅2(r𝑖,𝑛 − r𝑗,0)2

}︀
𝜋(𝑛+ 1)𝜅2(r𝑖,𝑛 − r𝑗,0)2

⃦⃦
. (65)

В результате, при дифференцировании 𝑍(𝛽) возникают три слагаемых. Первые два аналогичны виду кинетической
энергии классического газа (16), а последнее возникает из-за производной детерминанта:

𝛽𝐸 =
3𝑁

2
(𝑛+ 1)− 𝜋(𝑛+ 1)𝜅2⟨

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑁∑︁
𝑖=1

(r𝑖,𝑘 − r𝑖,𝑘+1)
2⟩ −

⟨
tr

(︂
𝐴−1

𝑛 (𝛽) · 𝛽
𝜕

𝜕𝛽
𝐴𝑛(𝛽)

)︂⟩
. (66)

Проанализируем получившиеся формулы. Во-первых, обратим внимание, что детерминант в выражении для
статистической суммы (63) может быть как положительным, так и отрицательным. Это приводит к тому, что
прямое использование метода Монте-Карло невозможно. Эта проблема известна под названием “проблема знаков”.

Во-вторых, в выражении для энергии (66) снова присутствует вклад ⟨
∑︀𝑛−1

𝑘=0

∑︀𝑁
𝑖=1(r𝑖,𝑘 − r𝑖,𝑘+1)

2⟩, который приводит
к росту статистической погрешности с увеличением 𝑛.

Последняя проблема разрешается заменой (20). В результате, статистическая сумма принимает вид:

𝑍(𝛽) =
(𝑛+ 1)

3𝑁(𝑛+1)
2

𝑁 !
𝜅3𝑁

∫︁
𝑉 𝑁

𝑑R0

∫︁
𝑑H1 . . . 𝑑H𝑛𝑒

−𝜋(𝑛+1)
𝑛∑︀

𝑘=1

H2
𝑘

det𝐴(𝛽), (67)

где матрица 𝐴(𝛽) имеет такой же вид, как и в уравнении (64)

𝐴(𝛽) =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦exp

⎧⎨⎩−𝜋(𝑛+ 1)

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜂𝑖,𝑘 + 𝜅(r𝑖,0 − r𝑗,0)

)︃2
⎫⎬⎭
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ≡

⃦⃦⃦
𝑒−𝜋(𝑛+1)𝜅2(r𝑖,𝑛−r𝑗,0)2

⃦⃦⃦
. (68)

Однако выражение для производной матрицы по температуре, как и для энергии, принимает другой вид:

𝛽𝐸 =
3𝑁

2
−
⟨︀
tr
(︀
𝐴−1(𝛽) ·𝐵(𝛽)

)︀⟩︀
, (69)

где

𝐵(𝛽) =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝛽 𝜕

𝜕𝛽
𝑒
−𝜋(𝑛+1)

(︂
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜂𝑖,𝑘+𝜅(r𝑖,0−r𝑗,0)
)︂2
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑒−𝜋(𝑛+1)

(︂
𝑛∑︀

𝑘=1

𝜂𝑖,𝑘+𝜅(r𝑖,0−r𝑗,0)
)︂2

𝜋(𝑛+ 1)

(︃
𝜅(r𝑖,0 − r𝑗,0) ·

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜂𝑖,𝑘 + 𝜅2(r𝑖,0 − r𝑗,0)2
)︃⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ≡

≡
⃦⃦⃦
𝑒−𝜋(𝑛+1)𝜅2(r𝑖,𝑛−r𝑗,0)2𝜋(𝑛+ 1)𝜅2

(︀
(r𝑖,0 − r𝑗,0) · (r𝑖,𝑛 − r𝑖,0) + (r𝑖,0 − r𝑗,0)2

)︀⃦⃦⃦
. (70)

В результате, статистическая погрешность энергии значительно уменьшается. Тем не менее, такая замена не раз-
решает проблему знаков, которая вызывает основные трудности.

4.2. Перевзвешивание траекторий

в статистической сумме ферми-частиц

Проблема знаков обычно решается с помощью “пе-
ревзвешивания” [13, 16]. Перепишем уравнение (63) сле-
дующим образом:

𝑍(𝛽) ≡
∫︁

𝑑ℛ𝑊 (ℛ), (71)

где 𝑊 (ℛ) — “функция распределения”, которая зада-
ет вес конфигурации (она равна подынтегральному вы-
ражению в уравнении (63)). Пусть 𝑂(ℛ) — некоторая
величина, которую необходимо усреднить по распреде-

лению 𝑊 (ℛ):

⟨𝑂(ℛ)⟩ =
∫︀
𝑑ℛ𝑊 (ℛ)𝑂(ℛ)∫︀

𝑑ℛ𝑊 (ℛ)
. (72)

Перепишем функцию 𝑊 (ℛ) через ее модуль с помощью
функции sign:

𝑊 (ℛ) = |𝑊 (ℛ)|sign(𝑊 (ℛ)) ≡ |𝑊 (ℛ)|𝑆(ℛ). (73)

Подставим это выражение в уравнение (72):

⟨𝑂(ℛ)⟩ =
∫︀
𝑑ℛ |𝑊 (ℛ)|𝑆(ℛ)𝑂(ℛ)∫︀

𝑑ℛ |𝑊 (ℛ)|𝑆(ℛ)
=

⟨𝑆(ℛ)𝑂(ℛ)⟩′

⟨𝑆(ℛ)⟩′
,

(74)
где ⟨. . .⟩′ означает среднее по функции распределения
|𝑊 (ℛ)| ≥ 0. В результате, производится усреднение
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по бозе-системе, а отличие компенсируется фактором
𝑆 = ⟨𝑆(ℛ)⟩′. Это позволяет использовать методы
Монте-Карло для расчета термодинамики.

Несмотря на формальную справедливость форму-
лы (74), она обладает очень серьезным практическим
ограничением. Величина 𝑆 = ⟨𝑆(ℛ)⟩′, называемая сред-
ним знаком, может быть представлена в виде:

𝑆 =

∫︀
𝑑ℛ|𝑊 (ℛ)|𝑆(ℛ)∫︀

𝑑ℛ|𝑊 (ℛ)|
=

∫︀
𝑑ℛ𝑊 (ℛ)∫︀
𝑑ℛ|𝑊 (ℛ)|

= 𝑒−𝛽𝑁(𝑓−𝑓 ′),

(75)
где 𝑓 и 𝑓 ′ — свободные энергии на одну частицу, со-
ответственно, ферми- и бозе-систем. Таким образом,
с увеличением числа частиц, средний знак экспоненци-
ально уменьшается, что приводит к экспоненциальному
росту статистической погрешности моделирования ме-
тодом Монте-Карло. Поэтому такие расчеты зачастую
ограничены системой нескольких десятков частиц, хотя
в некоторых работах заявляется, что этого достаточно
для достижения термодинамического предела [18].

4.3. Замена В.С. Филинова: замкнутые траектории

Для того, чтобы избавиться от проблемы зна-
ков, мы воспользуемся методом, впервые изложенным
В.С. Филиновым с соавторами в работе 2020 года [15] и
применяемым в последующих работах [19, 20]. Для это-
го необходимо ввести “замкнутые траектории”, которые
начинаются и заканчиваются в нулевой точке. В тео-
рии винеровских процессов такие траектории называ-
ются броуновским мостом [21].

Итак, аналогично работам [15, 20], введем перемен-
ные q𝑖,𝑘 следующим образом:

r𝑖,𝑘 = (𝑃r𝑖,0 − r𝑖,0)
𝑘

𝑛+ 1
+ r𝑖,0 + q𝑖,𝑘. (76)

Тогда получаем следующие граничные условия на но-
вые траектории q𝑖,𝑘:

r𝑖,0 = 0+ r𝑖,0 + q𝑖,0 (77)

𝑃r𝑖,0 ≡ r𝑖,𝑛+1 = 𝑃r𝑖,0 − r𝑖,0 + r𝑖,0 + q𝑖,𝑛+1, (78)

откуда

q𝑖,0 = q𝑖,𝑛+1 = 0. (79)

Таким образом, траектории q𝑖,𝑘 начинаются и закан-
чиваются в точке 0. Чтобы произвести замену в ста-
тистической сумме (62), рассмотрим каждое слагаемое
(r𝑖,𝑘+1 − r𝑖,𝑘)2 для 𝑘 = 0, . . . , 𝑛:

r𝑖,𝑘+1−r𝑖,𝑘 = (𝑃r𝑖,0−r𝑖,0)
𝑘 + 1− 𝑘

𝑛+ 1
+q𝑖,𝑘+1−q𝑖,𝑘. (80)

Теперь возведем результат в квадрат:

(r𝑖,𝑘+1 − r𝑖,𝑘)2 =

(︃
(𝑃r𝑖,0 − r𝑖,0)

𝑛+ 1
+ q𝑖,𝑘+1 − q𝑖,𝑘

)︃2

=

=

(︃
(𝑃r𝑖,0 − r𝑖,0)

𝑛+ 1

)︃2

+ 2
(𝑃r𝑖,0 − r𝑖,0)

𝑛+ 1
· (q𝑖,𝑘+1 − q𝑖,𝑘)+

+ (q𝑖,𝑘+1 − q𝑖,𝑘)2 (81)

и просуммируем по всем разбиениям:

𝑛∑︁
𝑘=0

(r𝑖,𝑘+1 − r𝑖,𝑘)2 = (𝑛+ 1)

(︃
(𝑃r𝑖,0 − r𝑖,0)

𝑛+ 1

)︃2

+

+

𝑛∑︁
𝑘=0

(q𝑖,𝑘+1−q𝑖,𝑘)2−2
(𝑃r𝑖,0 − r𝑖,0)

𝑛+ 1
·

𝑛∑︁
𝑘=0

(q𝑖,𝑘−q𝑖,𝑘+1).

(82)

В последней сумме остаются только два члена:
𝑛∑︁

𝑘=0

(q𝑖,𝑘 − q𝑖,𝑘+1) = q𝑖,0 − q𝑖,1 + q𝑖,1 − q𝑖,2 + . . .+

+ q𝑖,𝑛−1 − q𝑖,𝑛 + q𝑖,𝑛 − q𝑖,𝑛+1 = q𝑖,0 − q𝑖,𝑛+1, (83)

которые тоже равны нулю из-за граничных усло-
вий (79). В результате, последнее слагаемое в уравне-
нии (82) равно нулю:

𝑛∑︁
𝑘=0

(r𝑖,𝑘+1− r𝑖,𝑘)2 =

𝑛∑︁
𝑘=0

(q𝑖,𝑘+1−q𝑖,𝑘)2+

(︁
𝑃r𝑖,0 − r𝑖,0

)︁2
𝑛+ 1

.

(84)
Так мы получили перестановки только на нулевом слое
𝑘 = 0. Именно это необходимо для неотрицательности
детерминанта.

Тогда статистическая сумма принимает вид:

𝑍(𝛽) =
1

𝑁 !

(︀
𝜅2(𝑛+ 1)

)︀ 3𝑁
2 (𝑛+1)∑︁

𝑃

(−1)𝑃
∫︁

𝑉 𝑁

𝑑R0

∫︁
𝑑Q1 . . . 𝑑Q𝑛𝑒

−𝜋(𝑛+1)𝜅2
𝑁∑︀

𝑖=1

𝑛∑︀
𝑘=0

(q𝑖,𝑘+1−q𝑖,𝑘)
2

𝑒
−𝜋𝜅2

𝑁∑︀
𝑖=1

(𝑃r𝑖,0−r𝑖,0)2
, (85)

или, переписывая через детерминант:

𝑍(𝛽) =
1

𝑁 !

(︀
(𝑛+ 1)𝜅2

)︀ 3𝑁
2 (𝑛+1)

∫︁
𝑉 𝑁

𝑑R0 det
⃦⃦⃦
𝑒−𝜋𝜅2(r𝑖,0−r𝑗,0)2

⃦⃦⃦ ∫︁
𝑑Q1 . . . 𝑑Q𝑛𝑒

−𝜋(𝑛+1)𝜅2
𝑁∑︀

𝑖=1

𝑛∑︀
𝑘=0

(q𝑖,𝑘+1−q𝑖,𝑘)
2

. (86)

Здесь переменные Q𝑘, аналогично переменным R𝑘, равны Q𝑘 = (q1,𝑘, . . . ,q𝑁,𝑘). Заметим, что в отсутствии взаимо-
действия переменные разделяются на два типа: переменная R0, координаты которой входят в детерминант, а также
переменные Q𝑘, входящие в экспоненциальный множитель. Таким образом, при интегрировании методом Монте-
Карло удобно ввести два независимых шага по координатам R0 и Q𝑘. Отметим, что при включении взаимодействия
факторизация (86) статистической суммы пропадает.

Если продифференцировать получившуюся стати- стическую сумму по температуре для поиска энергии,
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мы снова получим расходящиеся при 𝑛 → ∞ вклады,
аналогично (16). Чтобы избежать этого, мы снова вве-
дем безразмерные переменные для замкнутых траекто-
рий:

(𝜂1,𝑘, . . . ,𝜂𝑁,𝑘) = H𝑘 = 𝜅(Q𝑘 −Q𝑘−1), (87)

𝜂𝑖,𝑘 = 𝜅(q𝑖,𝑘 − q𝑖,𝑘−1), 𝑘 ∈ [1, . . . , 𝑛+ 1], (88)
причем дифференциалы преобразуются следующим об-
разом:

𝑑H𝑘 = 𝜅3𝑁𝑑(Q𝑘 −Q𝑘−1) = 𝜅3𝑁𝑑Q𝑘, (89)

𝑑𝜂𝑖,𝑘 = 𝜅3𝑑(q𝑖,𝑘 − q𝑖,𝑘−1) = 𝜅3𝑑q𝑖,𝑘. (90)
Помимо этого, на первом слое получаем:

H1 = 𝜅(Q1 −Q0) = 𝜅Q1, (91)

а на последнем:

H𝑛+1 = 𝜅(Q𝑛+1 −Q𝑛) = −𝜅Q𝑛. (92)

Так как Q𝑚 переменные выражаются через H𝑘 следую-

щим образом:

Q𝑚 = Q0 + 𝜅−1
𝑚∑︁

𝑘=1

H𝑘 =⇒ Q𝑛 = Q0 + 𝜅−1
𝑛∑︁

𝑘=1

H𝑘, (93)

то (Q0 = 0):

H𝑛+1 = −𝜅𝜅−1
𝑛∑︁

𝑘=1

H𝑘 = −
𝑛∑︁

𝑘=1

H𝑘. (94)

Сумма по температурным разбиениям в (86) принимает
следующий вид:

𝜅2
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑘=0

(q𝑖,𝑘+1 − q𝑖,𝑘)2 =

𝑛+1∑︁
𝑘=1

H2
𝑘. (95)

Учитывая выражение для переменной на последнем
слое (94), получим:

𝑛+1∑︁
𝑘=1

H2
𝑘 =

𝑛∑︁
𝑘=1

H2
𝑘 +H2

𝑛+1 =

𝑛∑︁
𝑘=1

H2
𝑘 +

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

H𝑘

)︃2

. (96)

Таким образом, статистическая сумма (86) принимает следующий вид:

𝑍(𝛽) =
1

𝑁 !
𝜅3𝑁 (𝑛+ 1)

3𝑁
2 (𝑛+1)

∫︁
𝑉 𝑁

𝑑R0

∫︁
𝑑H1 . . . 𝑑H𝑛𝑒

−𝜋(𝑛+1)
𝑛∑︀

𝑘=1

H2
𝑘

𝑒
−𝜋(𝑛+1)

(︂
𝑛∑︀

𝑘=1

H𝑘

)︂2

det𝐴(R0, 𝛽), (97)

где

𝐴(R0, 𝛽) = ‖𝑒−𝜋𝜅2(r𝑖,0−r𝑗,0)2‖, det𝐴(R0, 𝛽) ≥ 0. (98)

Более того, как уже было показано ранее в (44):∫︁
𝑑H1 . . . 𝑑H𝑛𝑒

−𝜋(𝑛+1)

[︂
𝑛∑︀

𝑘=1

H2
𝑘+

(︂
𝑛∑︀

𝑘=1

H𝑘

)︂2]︂
= (𝑛+ 1)−

3𝑁
2 (𝑛+1), (99)

что позволяет проинтегрировать статистическую сумму ферми-системы по траекториям и получить формулу (58):

𝑍(𝛽) =
1

𝑁 !
𝜅3𝑁

∫︁
𝑉 𝑁

𝑑R0 det𝐴(R0, 𝛽). (100)

Найдем энергию из уравнения (97):

𝛽𝐸=−𝛽
𝜕 ln𝑍(𝛽)

𝜕𝛽
=

3𝑁

2
−

(𝑛+ 1)
3𝑁
2 (𝑛+1)

𝑁 !𝑍(𝛽)
𝜅3𝑁

∫︁
𝑉 𝑁

𝑑R0

∫︁
𝑑H1 . . . 𝑑H𝑛𝑒

−𝜋(𝑛+1)
𝑛∑︀

𝑘=1

H2
𝑘

𝑒
−𝜋(𝑛+1)

(︂
𝑛∑︀

𝑘=1

H𝑘

)︂2

𝛽
𝜕

𝜕𝛽
det𝐴(R0, 𝛽).

(101)
Здесь снова понадобится формула для производной детерминанта (59). Тогда

𝛽
𝜕

𝜕𝛽
𝐴(R0, 𝛽) = ‖𝛽

𝜕

𝜕𝛽
𝑒−𝜋𝜅2(r𝑖,0−r𝑗,0)2‖ = ‖𝜋𝜅2 (r𝑖,0 − r𝑗,0)2 𝑒−𝜋𝜅2(r𝑖,0−r𝑗,0)2‖. (102)

Итого, получаем следующее выражение для энергии:

𝛽𝐸 =
3𝑁

2
−
⟨
tr
(︁
𝐴−1(R0, 𝛽) ·

⃦⃦⃦
𝜋𝜅2 (r𝑖,0 − r𝑗,0)2 𝑒−𝜋𝜅2(r𝑖,0−r𝑗,0)2

⃦⃦⃦)︁⟩
. (103)

В результате, получаем такое же выражение для энер-
гии, как в уравнении (60), будто разбиения отсутствуют.

4.4. Частично поляризованный и неполяризованный

идеальный ферми-газ

Обычно под идеальным ферми-газом имеется в ви-
ду газ двух групп 𝑁/2+𝑁/2 частиц со спином 1/2, каж-
дая из которых имеет частицы противоположной проек-
ции спина. Тогда перестановки необходимо учитывать
только в каждой подгруппе частиц с одной и той же
проекцией; таким образом, статистическая сумма (58)

принимает вид (𝑁𝑢 = 𝑁𝑑 = 𝑁/2):

𝑍(𝛽) =
1

𝑁𝑢!𝑁𝑑!
𝜅3𝑁

∫︁
𝑉 𝑁

det𝐴𝑢(𝛽) det𝐴𝑑(𝛽)𝑑r1 . . . 𝑑r𝑁 ,

(104)
где матрица для частиц с проекцией спина “вверх”:

𝐴𝑢(𝛽) =
⃦⃦⃦
𝑒−𝜋𝜅2(r𝑖−r𝑗)2

⃦⃦⃦𝑁𝑢

𝑖,𝑗=1
, (105)

и матрица для частиц с проекцией спина “вниз”:

𝐴𝑑(𝛽) =
⃦⃦⃦
𝑒−𝜋𝜅2(r𝑖−r𝑗)2

⃦⃦⃦𝑁
𝑖,𝑗=𝑁𝑢+1

. (106)
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Матрицы 𝐴𝑢(𝛽) и 𝐴𝑑(𝛽) имеют размер 𝑁𝑢 × 𝑁𝑢 и
𝑁𝑑 ×𝑁𝑑, соответственно. Формулы справедливы также
и в случае частично поляризованного газа (𝑁𝑢 ̸= 𝑁𝑑,
𝑁𝑢 + 𝑁𝑑 = 𝑁). В результате, все предыдущие форму-
лы меняются похожим образом: в статистической сум-
ме появляется произведение факторов, относящихся к
частицам 𝑁𝑢 и 𝑁𝑑, а энергия этих двух подсистем скла-
дывается. Например, формула (60) принимает вид:

𝛽𝐸 =
3𝑁

2
−
⟨
tr

(︂
(𝐴𝑢(𝛽))−1𝛽

𝜕𝐴𝑢(𝛽)

𝜕𝛽

)︂⟩
−

−

⟨
tr

(︃
(𝐴𝑑(𝛽))−1𝛽

𝜕𝐴𝑑(𝛽)

𝜕𝛽

)︃⟩
. (107)

В расчетах мы будем рассматривать именно неполяри-
зованный идеальный ферми-газ (𝑁𝑢 = 𝑁𝑑), чтобы срав-
нить результаты моделирования с аналитическими [22].

5. МОДЕЛИРОВАНИЕ МОНТЕ-КАРЛО

Мы выполняем моделирование методом Монте-
Карло стандартным образом. Процесс начинается с ге-
нерации случайной конфигурации, после чего случайно
выбирается одна частица. Ее траектория целиком сме-
щается случайным образом, а затем изменяются поло-
жения точек в каждом высокотемпературном разбие-
нии. Все координаты, входящие в детерминант, всех ча-
стиц также смещаются на каждом шаге.

После выхода энергии на равновесный участок про-
водится 107 шагов для классического идеального газа и
2 × 105 шагов для невзаимодействующего неполяризо-
ванного ферми-газа. Для анализа результатов весь рав-
новесный участок моделирования делится на 20 блоков,
после чего вычисляется среднее значение и статисти-
ческая погрешность с использованием метода блочного
усреднения. Во всех случаях применяются периодиче-
ские граничные условия и соглашение о минимальном
изображении. Дополнительные детали метода Монте-
Карло приведены в работе [23].

5.1. Идеальный газ

В таблице 1 представлены результаты моделирова-
ния идеального больцмановского газа с использованием
интегралов по траекториям для разных значений па-
раметра 𝑛 при 𝑁 = 100. Моделирование проводилось
с использованием функции распределения из уравне-
ния (13), а энергия рассчитывалась по формуле (16).

Таблица 1. Зависимость безразмерной энергии 𝛽𝐸/𝑁 клас-
сической системы без взаимодействия от числа высокотем-
пературных разбиений на одну частицу.

𝑛 (16)
0 1.5
1 1.503(6)
5 1.49(4)
10 1.49(6)
20 1.40(13)
50 1.7(3)

Как видно из таблицы, статистическая погрешность
увеличивается с ростом числа разбиений 𝑛. Однако,
с учетом погрешностей, энергия совпадает с точным
значением 3𝑁/2.

5.2. Идеальный ферми-газ электронов

Рассмотрим теперь идеальный ферми-газ на приме-
ре электронного газа. Тогда термодинамика ферми-газа
определяется параметрами Бракнера 𝑟𝑠 = 𝑟𝑎/𝑎𝐵 и вы-
рождения 𝜃 = 𝑘𝑇/𝐸𝐹 , где 𝑟𝑎 — среднее межчастичное
расстояние между частицами газа, определяемое обыч-
но из условия (4/3)𝜋𝑟3𝑎 = 𝑉/𝑁 , 𝑎𝐵 = ~2/(𝑚𝑒𝑒

2) — ради-
ус Бора, а 𝐸𝐹 = (~2/2𝑚𝑒)(3𝜋

2𝑁/𝑉 )2/3 — энергия Фер-
ми, 𝑚𝑒 — масса электронов, 𝑒 > 0 — заряд электрона.
В таблице 2 показаны результаты моделирования для
различных методов расчета при 𝑟𝑠 = 28 и 𝜃 = 2. Рас-
четы выполнены для 𝑁𝑢 = 𝑁𝑑 = 25, причем во всех
случаях использовалось одно и то же начальное зерно
генератора случайных чисел. В таблице 3 также указано
значение среднего знака. Результаты для более широко-
го диапазона температур представлены на рисунке 1.

Таблица 2. Зависимость безразмерной энергии 𝛽𝐸/𝑁
ферми-газа без взаимодействия от числа высокотемператур-
ных разбиений и метода расчета на одну частицу при 𝑟𝑠 = 28
и 𝜃 = 2. В случае 𝑛 = 0 все методы совпадают. Точный
результат был получен с помощью кода ifg [22] и равен
𝛽𝐸 = 1.57018.

𝑛 (66) (69) (103)
0 1.5676(5) 1.5676(5) 1.5675(5)
1 1.4(3) 1.6(2) 1.5677(5)
2 1.4(5) 1.49(10) 1.5674(3)

Таблица 3. Средний знак 𝑆 = ⟨𝑆(ℛ)⟩′.
𝑛 (63) (67) (97)
0 1 1 1
1 0.22 0.22 1
2 0.13 0.13 1

Мы видим, что результат моделирования в слу-
чае 𝑛 = 0 отлично согласуется с точным значением.
Небольшое отличие этих данных за пределами стати-
стической погрешности объясняется проявлением зави-
симости энергии от числа частиц. С увеличением чис-
ла разбиений, 𝑛, статистическая погрешность возраста-
ет на два порядка, а средний знак уменьшается более
чем в 5 раз для стандартных методов моделирования
со статистическими суммами (63) и (67). Как и ожи-
далось, выражение для энергии с использованием раз-
мерных переменных (66) приводит к значительному уве-
личению погрешности при росте 𝑛, тогда как форму-
ла (69) с безразмерными переменными демонстрирует
меньшую чувствительность к числу разбиений (расчет
энергии по формулам (66) и (69) в таблице 2 произведен
по одному и тому же набору траекторий).

В то же время, точность результатов моделирова-
ния со статической суммой (97) и энергией (103) показы-
вает очевидные преимущества над стандартными подхо-
дами. Порядок статистической погрешности и значения
энергии не зависят от числа разбиений 𝑛. Кроме того,
средний знак моделирования равен 1, так как детерми-
нант в формуле (97) является неотрицательным. Таким
образом, предложенная в работе [15] замена переменных
(76) существенно повышает качество результатов моде-
лирования вырожденных систем без увеличения вычис-
лительных затрат.
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Рисунок 1. Зависимость энергии идеального ферми-газа от
параметра вырождения 𝜃 при 𝑟𝑠 = 28. Сплошная кривая
соответствует точным результатам, полученным с исполь-
зованием кода ifg [22]. Черные квадраты отображают ре-
зультаты моделирования методом Монте-Карло с примене-
нием замкнутых траекторий (103). В правом верхнем углу на
вставке показано отклонение этих данных от точной кривой
в процентах. На вставке в левом нижнем углу представлена
зависимость энергии от числа высокотемпературных разби-
ений 𝑛 при 𝑟𝑠 = 28 и 𝜃 = 2 (см. таблицу 2).

Все полученные результаты также проиллюстриро-
ваны на рисунке 1.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе представлены выражения для
статистических сумм и энергий невзаимодействующих
больцмановского и ферми-газа в формализме интегра-
лов по траекториям. Мы показали, что замены пере-
менных, представленные в работах [5, 15], значитель-
но уменьшают статистическую погрешность моделиро-
вания Монте-Карло с интегралами по траекториям, поз-
воляют точно решить проблему знаков, и даже проин-
тегрировать аналитически по температурным разбиени-
ям траекторий в отсутствии взаимодействия. Мы наде-
емся, что детальное объяснение этих идей на примере
простых невзаимодействующих систем продвинет даль-
нейшее развитие аналогичных подходов для систем со
взаимодействием.
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