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Аннотация. В работе вычисляются температурные зависимости теплоемкости и теплопровод-
ности монокристалла нитрида титана с кубической гранецентрированной решеткой типа NaCl.
Расчеты проводятся с помощью метода функционала плотности и квазигармонического прибли-
жения в диапазоне температур от 0 до 3500 К. Получено хорошее согласие с экспериментальными
данными для фононного спектра, коэффициента теплового расширения и изобарной теплоемко-
сти. Для расчетов коэффициента теплопроводности используется решение кинетического урав-
нения в приближении времени релаксации для фононов и электронов. И фононы, и электрон-
фононное взаимодействие дают существенный вклад в теплопроводность TiN, при высоких тем-
пературах вклад электронов становится определяющим. https://doi.org/10.33849/2024301

1. ВВЕДЕНИЕ

Уравнение состояния и транспортные свойства кри-
сталлов имеют большое значение для решения ряда
практических задач атомной энергетики, авиации, кос-
монавтики, оборонной промышленности, металлургии
и других областей науки и техники. Нитрид тита-
на представляет собой тугоплавкое соединение с вы-
сокой микротвердостью, что определяет применение
этого материала в металлургии [1], а также для со-
здания износостойких и коррозионностойких покры-
тий в металлообработке [2], машиностроении [3], ме-
дицине [4] и т.п. Механические, термодинамические и
транспортные свойства кристаллов можно вычислить в
рамках широко используемого в настоящее время ме-
тода функционала плотности (МФП) совместно с ква-
зигармоническим приближением (КГП) для ионов. По-
следнее позволяет учесть температурную зависимость
упругих констант (УК), которые, в частности, опреде-
ляют поведение изобарной теплоемкости и изотерми-
ческого модуля сжатия. Подобные расчеты позволяют
с высокой точностью получить значения ряда тепло-
физических свойств в условиях, которые сложно или
невозможно реализовать в лаборатории. Для расчета
теплофизических свойств кристаллов в данной рабо-
те используется код thermo_pw [5], работающий сов-
местно с пакетом первопринципных расчетов Quantum
ESPRESSO [6]. Этот код уже применялся для расче-
та УК бериллия при 𝑇 = 0 K [7], термодинамиче-
ских свойств металлов с гексагональной плотноупако-
ванной решеткой: рений, технеций [8], рутений и осмий
[9], а недавно был использован для учета ангармониче-
ского вклада [10]. Используя КГП, можно производить
расчеты за один подход, используя исходную геомет-
рию или набор исходных геометрий, и затем интерполи-
ровать результаты в зависимости от температуры как
функцию геометрии. Реализация thermo_pw для расче-
та температурно-зависимых упругих констант (ТЗУК)
была апробирована на трех элементарных твердых те-
лах: кремний со структурой алмаза и гранецентриро-
ванные кубические металлы — алюминий и серебро.
Производные свободной энергии Гельмгольца по дефор-
мации дают изотермические УК, а производные по тем-
пературе определяют теплоемкость кристалла при по-

стоянном объеме. Для вычисления изобарной теплоем-
кости дополнительно требуются коэффициент теплово-
го расширения и изотермический модуль сжатия. Нако-
нец, для расчета коэффициента теплопроводности ис-
пользуется решение кинетического уравнения в прибли-
жении времени релаксации для фононов и электронов.
Все рассчитанные величины сравниваются с доступны-
ми экспериментальными данными.

2. КРИСТАЛЛИЧЕСКАЯ РЕШЕТКА TIN

И ДЕТАЛИ РАСЧЕТОВ

В качестве исследуемой твердой фазы нитрида ти-
тана была выбрана кубическая гранецентрированная
решетка типа NaCl, обладающая высокой температу-
рой плавления (𝑇 = 3220 К). В кристаллохимиче-
ской структуре этой фазы шесть катионов Ti окру-
жают анион N; кубическая пространственная группа
симметрии 𝐹𝑚3̄𝑚. Все длины связей Ti–N составляют
2.14 Å. Результаты рентгенографических исследований
кристаллической решетки нитрида титана приведены
в таблице 1.

Таблица 1. Основные характеристики TiN

Моделирование Эксперимент [11]

Постоянная решетки (Å) 4.21 4.24
Плотность (г/см3) 5.53 5.42

На рисунке 1 приведена форма ячейки TiN в об-
ратном пространстве. Красными отрезками, соединя-
ющими точки высокой симметрии, показаны основ-
ные направления, вдоль которых исследуется фононный
спектр кристалла TiN.

Все расчеты проводились с использованием теории
возмущений функционала плотности в базисе плоских
волн с помощью пакета Quantum ESPRESSO [5, 6].
Обменно-корреляционный функционал вычислялся
в приближении локальной плотности (LDA в англоязыч-
ной литературе) [12]. Были использованы следующие
псевдопотенциалы Ti.pz-spn-kjpaw_psl.1.0.0.UPF и
N.pz-n-kjpaw_psl.0.1.UPF из библиотеки Quantum
ESPRESSO. Параметры расчета (критерии сходимости
по энергии и силам) были выбраны так, чтобы все
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Рисунок 1. Кристаллическая ячейка TiN в обратном про-
странстве. Буквами обозначены точки высокой симметрии.

исследуемые свойства, в частности, фононные спектры,
сходились с относительной погрешностью менее 1%.
Для расчета дисперсионных кривых использовалась
сетка 8×8×8. Ограничение кинетической энергии было
установлено на уровне 70 Ry. Интегрирование по
зоне Бриллюэна проводилось с использованием сеток
Монкхорста–Пака [13] 8×8×8, а в качестве схемы раз-
мытия применялась схема Метфесселя–Пакстона [14]
с шириной 0.02 Ry.

3. КВАЗИГАРМОНИЧЕСКОЕ

ПРИБЛИЖЕНИЕ И ТЕПЛОЕМКОСТЬ

Свойства твердого тела могут быть описаны в тер-
минах термодинамики упругого состояния [15, 16], где
твердое тело характеризуется равновесной конфигура-
цией, которая зависит от температуры 𝑇 и внешних на-
пряжений 𝜎, задающих силы, действующие на поверх-
ность тела. Состояние твердого тела характеризуется
исходной конфигурацией, например, положением равно-
весия при 𝑇 = 0 и 𝜎 = 0, и деформацией 𝜀 относитель-
но исходного состояния. В рамках квазигармонического
приближения твердое тело обладает внутренней энер-
гией

𝑈 = 𝑈0 + 𝑈𝑒𝑙 + 𝑈𝑝ℎ, (1)

где 𝑈0 — энергия основного состояния электронов в
поле ядер, находящихся в фиксированных положениях
при данных температуре и растяжении, 𝑈𝑒𝑙 — дополни-
тельная электронная энергия при заданной температуре
электронов и 𝑈𝑝ℎ — внутренняя энергия фононов, опи-
сывающая колебательную энергию атомов. Зная фонон-
ный спектр 𝜔(q, 𝜈) в твердом теле (q — вектор обратной
решетки, 𝜈 — индекс моды колебаний), 𝑈𝑝ℎ можно за-
писать следующим образом:

𝑈𝑝ℎ =
∑︁
q,𝜈

~𝜔q,𝜈

2
+
∑︁
q,𝜈

~𝜔q,𝜈

exp
(︁

~𝜔q,𝜈

𝑘𝐵𝑇

)︁
− 1

, (2)

где 𝑘𝐵 — постоянная Больцмана и ~ — приведенная по-
стоянная Планка. Энергия основного состояния 𝑈0 вы-
числяется с помощью метода функционала плотности,

Рисунок 2. Колебательные спектры TiN при нормальных
условиях. Красные кривые — результаты расчетов МФП
в квазигармоническом приближении, черные маркеры —
данные эксперимента [17]. Точки и направления симметрии
соответствуют указанным на рисунке 1.

Рисунок 3. Фононная плотность состояний TiN при нор-
мальных условиях.

энергия фононных колебаний 𝑈𝑝ℎ вычисляется в рамках
теории возмущений функционала плотности. Для рас-
чета уравнения состояния вещества необходимо знать
свободную энергию Гельмгольца:

𝐹 = 𝑈0 + 𝐹𝑝ℎ, (3)

где свободная энергия колебаний 𝐹𝑝ℎ вычисляется сле-
дующим образом:

𝐹𝑝ℎ = 𝑘𝐵𝑇
∑︁
q,𝜈

ln

[︂
2 sh

(︂
~𝜔q,𝜈

2𝑘𝐵𝑇

)︂]︂
, (4)

и температура электронов считается равной 0 в силу
малости эффекта конечной электронной температуры.

С помощью метода функционала плотности и ква-
зигармонического приближения были рассчитаны фо-
нонная зонная структура TiN вдоль основных направ-
лений, соединяющих точки высокой симметрии (рису-
нок 2), и соответствующая ей фононная плотность со-
стояний (рисунок 3).
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Рисунок 4. Зависимость коэффициента линейного расши-
рения от температуры. Синяя линия — результаты модели-
рования, значки — экспериментальные данные [18–23].

Рисунок 5. Расчетная изохорическая и изобарическая теп-
лоемкости для TiN в диапазоне температур от 0 до 3500 К.
Значки — экспериментальные данные [24].

Теплоемкость при постоянном объеме вычисляется
путем дифференцирования свободной энергии по тем-
пературе:

𝐶𝑉 = −𝑇

(︂
𝜕2𝐹

𝜕𝑇 2

)︂
𝑉

=

= 𝑘𝐵
∑︁
q,𝜈

(︂
~𝜔q,𝜈

𝑘𝐵𝑇

)︂2
exp(~𝜔q,𝜈/𝑘𝐵𝑇 )

[exp(~𝜔q,𝜈/𝑘𝐵𝑇 )− 1]2
. (5)

Первые производные свободной энергии Гельмголь-
ца (3) по деформации определяют напряжение, действу-
ющее на твердое тело. Это позволяет получить уравне-
ние состояния, которое связывает деформацию, напря-
жение и температуру. Исследуя деформацию, при кото-
рой напряжение равно нулю, определяются равновесная
геометрия и объем твердого тела при заданной темпе-
ратуре, что соответствует минимуму 𝐹 . Отсюда можно
получить коэффициент теплового расширения твердого
тела, который для случая кубической решетки с зави-
сящей от температуры постоянной решетки 𝑎(𝑇 ) вычис-
ляется по формуле:

𝛼 =
1

𝑎(𝑇 )

𝑑𝑎(𝑇 )

𝑑𝑇
. (6)

Вторые производные свободной энергии Гельмголь-
ца по деформации, вычисленные в равновесной геомет-
рии, дают изотермические упругие постоянные при дан-

ной температуре и нулевом давлении:

𝐶𝑇
𝑖𝑗𝑘𝑙 =

1

𝑉

(︂
𝜕2𝐹

𝜕𝜀𝑖𝑗𝜕𝜀𝑘𝑙

)︂
𝜀=0

, (7)

где 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 — индексы декартовых координат. Для ку-
бической решетки независимыми являются только три
константы: 𝐶𝑇

11, 𝐶
𝑇
12 и 𝐶𝑇

44. Таким образом, для кубиче-
ской решетки изотермический модуль сжатия 𝐵𝑇 рас-
считывается следующим образом:

𝐵𝑇 = −𝑉

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑉

)︂
𝑇

=
1

3

(︀
𝐶𝑇

11 + 2𝐶𝑇
12

)︀
. (8)

Зная 𝛼, 𝐵𝑇 и 𝐶𝑉 , можно вычислить теплоемкость при
постоянном давлении 𝐶𝑃 :

𝐶𝑃 = 𝐶𝑉 + 𝑇𝑉 𝛽2𝐵𝑇 , (9)

где 𝛽 = 3𝛼 — коэффициент объемного расширения.
На рисунке 4 показано сравнение результатов моде-

лирования коэффициента теплового расширения с дан-
ными экспериментов, демонстрирующее хорошее согла-
сие, включая область низких температур, где важны
квантовые эффекты.

На рисунке 5 показаны зависимости теплоемкостей
TiN при постоянном объеме и давлении от температуры
в диапазоне от 0 до 3500 К. Сравнение с эксперименталь-
ными данными [24] демонстрирует хорошее согласие для
изобарной теплоемкости до температуры около 2000 К.

4. КОЭФФИЦИЕНТ

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Фононная или решеточная теплопроводность яв-
ляется следствием обмена энергией между фононами.
В данной модели время жизни фонона вычисляется из
мнимой части собственной энергии фонона. Потенциал
кристалла раскладывается в ряд относительно смеще-
ний атомов. Коэффициенты третьего порядка, учиты-
вающие ангармонизм колебаний, используются для вы-
числения мнимой части собственной энергии. Для га-
мильтониана ℋ разложение можно записать как

ℋ = Φ0 + 𝒯 +ℋ2 +ℋ3 + . . . , (10)

где

𝒯 =
1

2

∑︁
𝑙𝜅𝛼

𝑚𝜅[𝑢̇𝛼(𝑙𝜅)]
2, (11)

ℋ2 =
1

2

∑︁
𝑙𝜅𝛼

∑︁
𝑙′𝜅′𝛽

Φ𝛼𝛽(𝑙𝜅, 𝑙
′𝜅′)𝑢𝛼(𝑙𝜅)𝑢𝛽(𝑙

′𝜅′), (12)

ℋ3 =
1

6

∑︁
𝑙𝜅𝛼

∑︁
𝑙′𝜅′𝛽

∑︁
𝑙′′𝜅′′𝛾

Φ𝛼𝛽𝛾(𝑙𝜅, 𝑙
′𝜅′, 𝑙′′𝜅′′)×

× 𝑢𝛼(𝑙𝜅)𝑢𝛽(𝑙
′𝜅′)𝑢𝛾(𝑙

′′𝜅′′), (13)

Φ0, 𝒯 и ℋ𝑛 соответствуют членам постоянного потенци-
ала, кинетической энергии и 𝑛-частичным потенциалам;
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u(𝑙𝜅) — атомное смещение 𝜅-го атома в 𝑙-й элементарной
ячейке, 𝑚𝜅 — атомная масса типа 𝜅, а 𝛼, 𝛽 и 𝛾 — декар-
товы индексы. Φ𝛼𝛽 и Φ𝛼𝛽𝛾 обозначают гармонические и
кубические ангармонические силовые постоянные соот-
ветственно. Гармонический гамильтониан определяется
как ℋ𝐻 = 𝒯 + ℋ2. Оператор смещения атома может
быть записан как

𝑢𝛼(𝑙𝜅) =

(︂
~

2𝑁𝑚𝜅

)︂1/2

×

×
∑︁
q𝜈

𝜔−1/2
q𝜈 [𝑎̂q𝜈 + 𝑎̂†−q𝜈 ]𝑒

𝑖q·r(𝑙𝜅)𝑊𝛼(𝜅,q𝜈), (14)

где 𝑁 — количество элементарных ячеек в кристалле,

r(𝑙𝜅) — положение равновесия атома, 𝑎̂q𝜈 𝑎̂†−q𝜈 — опе-
раторы уничтожения и рождения фононов нормальной
моды с индексом зоны 𝜈 и волновым вектором q соот-
ветственно. Частота гармоники 𝜔q𝜈 и вектор поляризу-
емости W(𝜅,q𝜈) получаются из задачи на собственные
значения динамической матрицы 𝐷(𝑞):

∑︁
𝜅′𝛽

𝐷𝛼𝛽(𝜅𝜅
′,q)𝑊𝛽(𝜅

′,q𝜈) = 𝜔2
q𝜈𝑊𝛼(𝜅,q𝜈), (15)

где

𝐷𝛼𝛽(𝜅𝜅
′,q) =

1
√
𝑚𝜅𝑚𝜅′

×

×
∑︁
𝑙′

Φ𝛼𝛽(0𝜅, 𝑙
′𝜅′)𝑒𝑖q·[r(𝑙

′𝜅′)−r(0𝜅)]. (16)

С использованием уравнения (14) гамильтониан ℋ
легко выражается с помощью операторов рождения и
уничтожения. Гармоническую часть получаем как сум-
му гармонических осцилляторов,

ℋ𝐻 =
∑︁
q𝜈

~𝜔q𝜈

(︂
1

2
+ 𝑎̂†q𝜈 𝑎̂q𝜈

)︂
, (17)

а потенциал третьего порядка как сумму трехфононных
столкновений

ℋ3 =
∑︁

𝜆𝜆′𝜆′′

Φ𝜆𝜆′𝜆′′ ×

×
(︁
𝑎̂𝜆 + 𝑎̂†−𝜆

)︁(︁
𝑎̂𝜆′ + 𝑎̂†−𝜆′

)︁(︁
𝑎̂𝜆′′ + 𝑎̂†−𝜆′′

)︁
. (18)

Здесь фононные моды (q𝜈) и (−q𝜈) были сокращены до
𝜆 и −𝜆 соответственно. Φ𝜆𝜆′𝜆′′ представляют силу вза-
имодействия между тремя фононами 𝜆, 𝜆′, 𝜆′′, участву-
ющими в рассеянии. Φ𝜆𝜆′𝜆′′ явно задается формулой:

Φ𝜆𝜆′𝜆′′ =
1

3!
√
𝑁

∑︁
𝜅𝜅′𝜅′′

∑︁
𝛼𝛽𝛾

𝑊𝛼(𝜅, 𝜆)𝑊𝛽(𝜅
′, 𝜆′)𝑊𝛾(𝜅

′′, 𝜆′′)

√︂
~

2𝑚𝜅𝜔𝜆

√︂
~

2𝑚𝜅′𝜔𝜆′

√︂
~

2𝑚𝜅′′𝜔𝜆′′
×

×
∑︁
𝑙′𝑙′′

Φ𝛼𝛽𝛾(0𝜅, 𝑙
′𝜅′, 𝑙′′𝜅′′)𝑒𝑖q

′·[r(𝑙′𝜅′)−r(0𝜅)]𝑒𝑖q
′′·[r(𝑙′′𝜅′′)−r(0𝜅)]𝑒𝑖(q+q′+q′′)·r(0𝜅) ×Δ(q+ q′ + q′′), (19)

где Δ(−q+ q′ + q′′) = 1, когда q+ q′ + q′′ — вектор обратной решетки, и равно нулю в противном случае. Мнимая
часть собственной энергии теперь может быть вычислена до второго порядка с использованием многочастичной
теории возмущений. Она принимает форму, аналогичную золотому правилу Ферми,

Γ𝜆(𝜔) =
18𝜋

~2
∑︁
𝜆′𝜆′′

|Φ−𝜆𝜆′𝜆′′ |2 ×

× {(𝑛𝜆′ + 𝑛𝜆′′ + 1)𝛿(𝜔 − 𝜔𝜆′ − 𝜔𝜆′′) + (𝑛𝜆′ − 𝑛𝜆′′)[𝛿(𝜔 + 𝜔𝜆′ − 𝜔𝜆′′)− 𝛿(𝜔 − 𝜔𝜆′ + 𝜔𝜆′′)]} , (20)

где 𝑛𝜆 — число заполнения фононов в состоянии равно-
весия,

𝑛𝜆 =
1

exp[~𝜔𝜆/(𝑘𝐵𝑇 )]− 1
. (21)

Двойное суммирование по зоне Бриллюэна в урав-
нении (19) сводится к однократному суммированию
из-за условия Δ(−q+ q′ + q′′).

Величина 2Γ𝜆(𝜔𝜆) соответствует ширине линии фо-
нонной моды 𝜆, а обратная ей величина определяет

время жизни фонона:

𝜏𝜆 =
1

2Γ𝜆(𝜔𝜆)
. (22)

Решение кинетического уравнения Больцмана для
тензора решеточной теплопроводности может быть за-
писано в замкнутой форме:

𝜅𝛼𝛽
𝑝ℎ =

1

𝑁qΩ

∑︁
𝜆

𝐶𝜆𝑣
𝛼
𝜆𝑣

𝛽
𝜆𝜏𝜆, (23)

где 𝑁q — полное число 𝑘-точек в зоне Бриллюэна,
Ω — объем элементарной ячейки, 𝑣𝛼𝜆 и 𝜏𝜆 — групповая
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скорость и время жизни фононной моды 𝜆 соответствен-
но, 𝐶𝜆 — зависящая от моды теплоемкость, определяе-
мая как

𝐶𝜆 = 𝑘𝐵

(︂
~𝜔𝜆

𝑘𝐵𝑇

)︂2
exp[~𝜔𝜆/(𝑘𝐵𝑇 )]

{exp[~𝜔𝜆/(𝑘𝐵𝑇 )]− 1}2
. (24)

Групповая скорость может быть получена непосред-
ственно из уравнения на собственные значения (15):

𝑣𝛼(𝜆) ≡
𝜕𝜔𝜆

𝜕𝑞𝛼
=

1

2𝜔𝜆

∑︁
𝜅𝜅′𝛽𝛾

𝑊𝛽(𝜅, 𝜆)×

× 𝜕𝐷𝛽𝛾(𝜅𝜅
′,q)

𝜕𝑞𝛼
𝑊𝛾(𝜅

′, 𝜆). (25)

Поскольку TiN является нитридом переходного метал-
ла, то значительный вклад в теплопроводность вносят
электрон-фононные столкновения. Для расчета элек-
тронной теплопроводности был использован кинетиче-
ский подход в приближении времени релаксации [25].
Тензор электронной теплопроводности в рамках этой
теории рассчитывается следующим образом:

𝜅𝛼𝛽
𝑒𝑙 =

1

𝑁k𝑉

∑︁
𝑚k

(︂
− (𝜀𝑚k − 𝜇)2

𝑇

)︂
×

× 𝑣𝛼𝑚k𝑣
𝛽
𝑚k𝜏

𝜅
𝑚k(𝜇, 𝑇 )

𝜕𝑓0(𝜀𝑚k, 𝜇, 𝑇 )

𝜕𝜀𝑚k
, (26)

где 𝑁k — полное число 𝑘-точек в зоне Бриллюэна, Ω —
объем элементарной ячейки, 𝜇 — энергия Ферми, 𝛼 и
𝛽 — индексы декартовых координат, 𝑣𝛼𝑚k — групповая
скорость электронов, где 𝑚 — номер уровня энергии и
k — волновой вектор, 𝜏𝜅𝑚k — время релаксации энергии
[25].

Полный коэффициент теплопроводности вычисля-
ется как сумма электронного и решеточного вкладов:
𝜅 = 𝜅𝑒𝑙 +𝜅𝑝ℎ. На рисунке 6 показана зависимость коэф-
фициента теплопроводности твердой фазы TiN от тем-
пературы. Видно, что вклад электронной теплопровод-
ности является определяющим при высоких температу-
рах (свыше 1500 К), а вклад решеточной теплопровод-
ности существенен при низких температурах (до 500 К),
что обеспечивает достаточно резкое убывание коэффи-
циента теплопроводности в диапазоне температур от 0
до 1000 К. Получено хорошее согласие с единственной
имеющейся экспериментальной точкой при нормальных
условиях [26].

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе были рассчитаны теплофизические свой-
ства монокристалла нитрида титана в зависимости от
температуры с помощью метода функционала плотно-
сти и квазигармонического приближения, реализован-
ных в пакете программ Quantum ESPRESSO. В частно-
сти, были получены упругие константы, коэффициент
теплового расширения, изотермический модуль сжатия,
теплоемкости при постоянном объеме и давлении, а так-
же коэффициент теплопроводности. Механические и
термодинамические свойства определялись путем диф-
ференцирования свободной энергии кристалла, а для
коэффициента теплопроводности использовалось реше-

Рисунок 6. Зависимость коэффициента теплопроводности
TiN от температуры в диапазоне 100–3500 К. Значок — экс-
перимент [26].

ние кинетического уравнения для фононов и электро-
нов в приближении времени релаксации. Было выясне-
но, что существенный вклад в теплопроводность дают
как фонон-фононные, так и электрон-фононные взаи-
модействия, а при температурах выше 1500 К вклад
электронной теплопроводности становится определяю-
щим. Сравнение с экспериментальными данными де-
монстрирует хорошее согласие для всех рассчитанных
свойств. Это свидетельствует о высокой точности совре-
менных кодов, разработанных на основе метода функ-
ционала плотности. В частности, методика расчетов, ис-
пользованная в данной работе, может использоваться
для предсказания свойств кристаллов в условиях, труд-
нодоступных для экспериментального изучения.
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