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Аннотация. В настоящей работе изучались свойства кристаллического гафния в широком диа-
пазоне давлений и температур с использованием различных подходов, основанных на методе
функционала электронной плотности. Рассчитаны кривая холодного сжатия, кривая теплового
расширения, фононный спектр и температурная зависимость теплоемкости, а также оценена тем-
пература Дебая. Восстановлено поведение свободной энергии Гиббса, что позволило определить
вид фазовой диаграммы. Методом деформации–напряжения рассчитаны упругие модули 𝛼-, 𝛽- и
𝜔-гафния. https://doi.org/10.33849/2024402

1. ВВЕДЕНИЕ

Гафний — переходный металл 4 группы (IVb) пе-
риодической таблицы Д.И. Менделеева. Этот металл
имеет большое сечение поглощения нейтронов и высо-
кую коррозионную стойкость [1], поэтому неудивитель-
но, что Hf и его сплавы широко используются в атом-
ной энергетике [2]. Топливные стержни с гафниевой обо-
лочкой планируются к применению во многих перспек-
тивных разработках ядерных реакторов, например, для
атомных подводных лодок. Гафний используется в ка-
честве легирующего элемента в высокотемпературных
сплавах на основе никеля, ниобия и тантала, а также
в медицинских имплантатах и устройствах, благодаря
его биосовместимости и коррозионной стойкости. Кроме
того, гафний является активным поглотителем кислоро-
да и азота даже при давлениях 10−5–10−6 мм рт. ст., что
используется при исследовании тепловых свойств мате-
риалов.

Кристаллический гафний имеет довольно слож-
ную фазовую диаграмму и претерпевает ряд струк-
турных переходов при изменении давления и тем-
пературы. При нормальных условиях гафний имеет
гексагональную плотно-упакованную (ГПУ) структу-
ру; это состояние также называют 𝛼-фазой, которая
характерна для переходных металлов 4 группы (Ti,
Zr). Экспериментально подтверждено, что при атмо-
сферном давлении в гафнии при температурах выше
2030 K [3] происходит структурный переход из ГПУ
в объемно-центрированную кубическую (ОЦК) струк-
туру. Эта фаза кристаллического Hf обычно обознача-
ется как 𝛽-фаза. Отметим, что в Ti и Zr аналогичный
переход происходит при значительно более низких тем-
пературах, 1155 и 1135 K, соответственно. С другой сто-
роны, при повышении давления при комнатной темпе-
ратуре гафний претерпевает ряд полиморфных превра-
щений: сначала из 𝛼-фазы в 𝜔-фазу, которая также яв-
ляется гексагональной, но с тремя атомами в элемен-
тарной ячейке, а затем в 𝛽-фазу, которая характерна
и для других металлов 4 группы [4, 5]. Следует отме-
тить, что Ti и Zr следуют той же схеме структурных
превращений, однако фактические давления перехода в
Hf значительно выше, чем в его химических гомологах.

Хотя фазовые превращения и механические свой-
ства Hf при умеренных температурах активно изу-
чались в экспериментах [3–13] и расчетах [5, 14–23],
при высоких давлениях и температурах доступно лишь
небольшое количество экспериментов, данные которых
являются отрывочными и зачастую противоречивыми.
Например, первые эксперименты с высоким давлением
для Hf были проведены Ming et al. [24], и в них не был
обнаружен структурный фазовый переход до давлений
39.5 ГПа. Вскоре после этого переход из 𝛼- в 𝜔-фазу
был зарегистрирован в некоторых экспериментах при
38 ГПа [4], в то время как у других авторов он не на-
блюдался вплоть до 51 ГПа [25]. Современные рабо-
ты показывают, что давления 𝛼-𝜔 (𝜔-𝛽) перехода на-
ходятся в диапазоне от 10.6 до 50 (30.7–78) ГПа и раз-
нятся в зависимости от методов и теоретических при-
ближений [5, 9, 20–23]. Поведение упругих свойств и
оптической фононной моды 𝛼-Hf под давлением так-
же недавно было изучено с помощью теоретических
и экспериментальных подходов [15, 16]. Следует так-
же отметить, что гафний является тугоплавким метал-
лом (𝑇𝑚 = 2506 K), что затрудняет экспериментальное
изучение свойств 𝛽-Hf вблизи плавления и, особенно,
свойств жидкого металла. Это, в частности, объясня-
ет тот факт, что первая кривая плавления гафния была
рассчитана нами до давлений 225 ГПа и опубликована
лишь в 2022 году [26], а экспериментальные данные по
кривой плавления гафния отсутствуют до настоящего
времени.

Упругие свойства твердых тел определяют важные
характеристики вещества, такие как фононный спектр,
межатомный потенциал и уравнение состояния. Суще-
ствует также связь упругих свойств с тепловым расши-
рением, температурой плавления, температурой Дебая
и параметром Грюнайзена. Упругие модули дают цен-
ную информацию о характеристике связи между сосед-
ними атомными плоскостями, анизотропии кристалла и
его устойчивости [27].

Теоретическое изучение гафния наталкивается
на существенные трудности. В первую очередь это
связано со сложной электронной структурой этого
d-элемента [23], а также сильной температурной зави-
симостью его свойств [28]. Другой особенностью гафния
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является динамическая неустойчивость ОЦК-фазы при
атмосферном давлении [29], что не позволяет описать
эту кристаллическую структуру в рамках квазигармо-
нического приближения без учета эффектов ангармо-
низма [30].

Детальное понимание свойств гафния имеет реша-
ющее значение для его эффективного применения в су-
ществующих и перспективных прикладных областях.

2. МЕТОД РАСЧЕТА

В данной работе свойства кристаллического гаф-
ния изучались в широком диапазоне давлений и тем-
ператур с использованием различных подходов, осно-
ванных на методе функционала электронной плот-
ности (МФП). Для расчетов МФП использовал-
ся программный пакет VASP [31], реализующий
МФП в псевдопотенциальном приближении. Для уче-
та обменно-корреляционной (XC) энергии было выбра-
но обобщенно-градиентное приближение (GGA) в пара-
метризации PBE [32], так как оно обеспечивает наи-
лучшее описание плотности гафния при нормальных
условиях. В расчете электронной структуры участву-
ют только 12 внешних (валентных) электронов для Hf,
остальные электроны включаются в неизменный (“замо-
роженный”) кор, что значительно сокращает время рас-
чета. Осцилляции волновых функций валентных элек-
тронов внутри кора сглаживаются с помощью псевдо-
потенциала PAW [33], что существенно уменьшает коли-
чество базисных плоских волн, необходимых для пред-
ставления волновых функций. Радиус кора в использу-
емом псевдопотенциале составляет 𝑅𝑐𝑜𝑟𝑒 = 1.27 Å.

Термодинамические свойства вещества полностью
определяются зависимостью свободной энергии от объ-
ема и температуры 𝐹 (𝑉, 𝑇 ) [34]. В адиабатическом
приближении свободная энергия вещества может быть
представлена в виде:

𝐹 (𝑉, 𝑇 ) = 𝐹𝑐(𝑉 ) + 𝐹𝑎(𝑉, 𝑇 ) + 𝐹𝑒(𝑉, 𝑇 ), (1)

где 𝐹𝑐(𝑉 ) — холодная кривая (нулевая изотерма),
𝐹𝑎(𝑉, 𝑇 ) — тепловой вклад атомов и ионов, 𝐹𝑒(𝑉, 𝑇 ) —
тепловой вклад электронов. Все три составляющих сво-
бодной энергии в формуле (1) можно вычислить с помо-
щью метода функционала плотности [35], который иг-
рает фундаментальную роль в теоретическом исследо-
вании свойств веществ и материалов.

Для учета теплового движения ионов кристалла
широко используется так называемое квазигармониче-
ское приближение (КГП). Считается, что ионы соверша-
ют малые гармонические колебания около положений
равновесия, что позволяет упростить задачу и рассчи-
тать дисперсионные кривые. Равновесные кристалличе-
ские структуры могут быть получены путем минимиза-
ции остаточных сил и оптимизации тензоров напряже-
ний. Когда атом в кристалле смещается из положения
равновесия, силы, действующие на атомы в кристал-
ле, возрастают. Анализ сил, связанных с систематиче-
ским набором смещений, дает набор фононных частот.
Данный подход называется методом конечных смеще-
ний.

В расчетах МФП+КГП в данной работе на первом
этапе выполняется релаксация элементарной ячейки за-
данного объема. Затем для суперъячейки со смещенным

атомом выполняется расчет сил, действующих на ато-
мы. Полученные результаты затем используются для
вычисления силовых констант и на их основе фонон-
ных частот с помощью кода Phonopy [36]. Используе-
мый в Phonopy метод является модификацией подхода
Парлински–Ли–Кавазу [37].

Свободная энергия в рамках КГП задается следу-
ющим выражением:

𝐹𝑝ℎ(𝑉, 𝑇 ) =
1

2

∑︁
q𝜆

~𝜔q𝜆(𝑉 ) +

+ 𝑘B𝑇
∑︁
q𝜆

ln[1− exp(−~𝜔q𝜆(𝑉 )/𝑘B𝑇 )], (2)

которое может быть использовано для описания тепло-
вого движения атомов в кристалле вдали от плавления.

Представленный метод позволяет с высокой точ-
ностью определять термодинамические, структурные и
упругие свойства вещества в хорошем согласии с экспе-
риментальными данными. Надежность метода провере-
на многочисленными расчетами, в том числе и авторами
работ [38–43].

Для расчета фононных частот 𝛼-фазы Hf использо-
вались суперъячейки ГПУ размером 3× 3× 3, содержа-
щие 54 атома, для 𝜔-Hf — суперъячейки ГПУ размером
3×3×3, содержащие 81 атом, для 𝛽-Hf — суперъячейки
ОЦК размером 4× 4× 4, содержащие 64 атома. Для ин-
тегрирования по зоне Бриллюэна использовалась сетка
k-точек 7 × 7 × 7 для всех рассматриваемых решеток.
Для расчета фононных свойств использовалась сетка
q-точек размером 40× 40× 40. Сходимость результатов
расчета по числу k- и q-точек аккуратно проверялась.
При разложении волновых функций электронов по ба-
зису плоских волн в обратном пространстве было выбра-
но ограничение для предельной энергии 𝐸𝑐𝑢𝑡 = 500 эВ.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

3.1. Термодинамические свойства гафния в твердой

фазе

Непосредственно до расчетов МФП+КГП выполня-
лась релаксация исследуемой элементарной ячейки за-
данного объема. В ходе этих расчетов были получены
зависимости отношения параметров решетки 𝑐/𝑎 для
гексагональных решеток 𝛼- и 𝜔-фаз гафния от давле-
ния. На рисунках 1 и 2 приведены соответствующие за-
висимости. Наблюдается отличное согласие между по-
лученными значениями для 𝛼-фазы и эксперименталь-
ными измерениями из [5] — это одно из недавних ис-
следований по рентгеноструктурному анализу гафния
под давлением, в котором дифракционные измерения на
образце 𝛼-Hf были выполнены на установке Advanced
Photon Source (APS), США, с использованием длины
волны 𝜆 = 0.4066 Å и давлений до 90.7 ГПа. Наши рас-
четы также хорошо согласуются с результатами более
ранних измерений [9], проведенных с использованием
методов статического сжатия (𝑐/𝑎 = 1.585 при нормаль-
ных условиях). Измерения проводились с использовани-
ем резистивного нагрева образца в алмазной наковальне
методом синхротронной рентгеновской дифракции так-
же на установке APS. Расчеты для 𝜔-фазы находятся
в хорошем согласии с результатами измерений [5].
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Рисунок 1. Зависимость от давления параметра 𝑐/𝑎 для
ГПУ-решетки 𝛼-Hf на кривой холодного сжатия из перво-
принципных расчетов. Черные символы — эксперименталь-
ные измерения Pandey et al. [5].
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Рисунок 2. Зависимость от давления параметра 𝑐/𝑎 для
гексагональной решетки 𝜔-Hf на кривой холодного сжатия
из первопринципных расчетов. Черные треугольники — экс-
периментальные измерения Pandey et al. [5].

Расчеты МФП+КГП были проведены для 18 изо-
хор 𝛼-Hf, 13 изохор 𝜔-Hf и 12 изохор 𝛽-Hf. На основе
полученных данных была выполнена реконструкция по-
верхности свободной энергии для трех исследуемых фаз
в широком диапазоне плотностей и температур.

Надежность полученных данных подтверждает-
ся путем сравнения с экспериментальными данными.
На рисунке 3 показана холодная кривая для 𝛼-Hf из рас-
чета МФП, представлено сравнение с эксперименталь-
ными данными [5, 11, 25]. Наблюдается небольшое рас-
хождение между нашими расчетами и экспериментом
для давлений свыше 20 ГПа.

На основе расчетов свободной энергии была восста-
новлена кривая теплового расширения 𝛼-Hf. Получен-
ная зависимость для относительного теплового удли-
нения показана на рисунке 4. Наш расчет согласует-
ся с экспериментальными данными для поликристал-
лического Hf, полученными Голутвиным методом дила-
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Рисунок 3. Кривая холодного сжатия Hf. Эксперименталь-
ные данные: пустые ромбы — Qi et al. [11], пустые квадра-
ты — Pandey et al. [5], пустые круги — Hrubiak et al. [25].

тометрии [44], а также измерениями Krug et al. [45]
и Romans et al. [46] с использованием рентгеновско-
го излучения. При этом дилатометрические измере-
ния Adenstedt [47] демонстрируют меньшее расширение,
а высокотемпературные данные Ross et al. [48] — наобо-
рот, более значительное удлинение.

Так как высокотемпературные экспериментальные
данные разных авторов отличаются более чем на 35%,
аппроксимация кривой относительного теплового удли-
нения для температур выше 600 К обозначена в справоч-
нике Touloukian [49] как предварительная. Эта кривая
лежит ниже нашей расчетной кривой. Температурная
зависимость относительного удлинения, предложенная
Онуфриевым и др. [50] и рекомендованная Междуна-
родным агентством по атомной энергии (МАГАТЭ) [51],
также согласуется с аппроксимацией Touloukian и ле-
жит ниже нашей расчетной зависимости. Отметим, что
при высокой температуре отсутствие учета ангармониз-
ма в расчетах МФП+КГП может влиять на точность
описания эксперимента. Однако значительный разброс
имеющихся экспериментальных данных для гафния за-
трудняет анализ влияния этого эффекта.

Рассчитанный фононный спектр для 𝛼-Hf при
𝑇 = 295 K приведен на рисунке 5. В целом можно кон-
статировать хорошее согласие с экспериментальными
данными [8], однако расчет предсказывает меньшие ча-
стоты оптических мод колебаний в окрестности Γ-точки.

Мы рассчитали зависимость теплоемкости при по-
стоянном объеме от температуры для равновесного объ-
ема и подобрали температуру Дебая, которая наилуч-
шим образом описывает теплоемкость в рамках модели
Дебая. Наша оценка для температуры Дебая состави-
ла 195 K. Данная оценка ниже имеющихся в литерату-
ре, но все равно находится в неплохом согласии с дру-
гими теоретическими и экспериментальными оценками
(213 K [52], 215 K [14, 17], 240 K [14]).

На основе полученных из МФП+КГП расчетов за-
висимостей для свободной энергии Гельмгольца было
восстановлено поведение свободной энергии Гиббса на
изотермах в окрестности предполагаемых фазовых пе-
реходов (рисунок 6). Сравнение энергий Гиббса раз-
ных фаз позволило определить границы полиморфных
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Рисунок 4. Относительное тепловое удлинение 𝛼-Hf.
Экспериментальные данные: черные треугольники — Го-
лутвин [44], белые перевернутые треугольники — Krug et
al. [45], белые правые треугольники — Romans et al. [46],
черные квадраты — Ross et al. [48], черные левые треуголь-
ники — Adenstedt [47]. Справочные данные: черная пунктир-
ная линия — аппроксимация МАГАТЭ [51], черная штрих-
пунктирная линия — аппроксимация Touloukian et al. [49].
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Рисунок 5. Фононный спектр 𝛼-Hf. Красные кривые — дан-
ная работа. Значки — экспериментальные данные из работы
Stassis et al. [8].

фазовых переходов в Hf и восстановить вид фазовой
диаграммы в области высокого давления. Результаты
наших расчетов представлены на рисунке 7 и находятся
в хорошем согласии с экспериментами [4], [5] и [25].

В первом эксперименте Xia et al. [4] на станции B1
Корнельского источника синхротронного излучения вы-
сокой энергии (CHESS) по данным энергодисперсион-
ной рентгеновской дифракции (EDXD) были обнаруже-
ны два структурных фазовых перехода в Hf при вы-
соких давлениях до 252 ГПа. Было установлено, что
равновесное давление фазового превращения состав-
ляет 38 ± 8 Гпа для перехода от 𝛼-фазы к 𝜔-фазе и
71 ± 1 Гпа для перехода от 𝜔 к 𝛽-фазе (структура пе-
реходного металла V группы). Hf стабилен в 𝛽-фазе
в широком диапазоне давлений 71–252 ГПа (до степени
сжатия 0.48) — самого высокого давления, достигнуто-
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Рисунок 6. Энергии Гиббса разных кристаллических ре-
шеток Hf на изотерме 300 К при высоких давлениях
в окрестности фазовых переходов. Энергии даны относи-
тельно 𝛼-фазы Hf.
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Рисунок 7. Фазовая диаграмма Hf при высоких давлениях
в окрестности фазовых переходов. Экспериментальные дан-
ные по структурным фазовым переходам: черные треуголь-
ники — Pandey et al. [5], черные ромбы — Hrubiak et al. [25],
черные квадраты — Xia et al. [4].

го в этом эксперименте. Обратные превращения образца
Hf из 𝛽- в 𝜔-фазу и из 𝜔- в 𝛼-фазу также наблюдались
во время декомпрессии. Таким образом в работе сделан
вывод, что 𝜔-фаза металла Hf не является метастабиль-
ной, что отличается от того, что наблюдалось для Zr.

Во втором экспериментально-расчетном исследова-
нии при высоких давлениях, проведенном Pandey et

al. [5], подтверждается существование 𝛼–𝜔–𝛽 превра-
щений в гафнии при комнатной температуре. Переход
𝛼–𝜔 продемонстрировал большой гистерезис, охватыва-
ющий диапазон по давлению более 30 ГПа, подобно то-
му, что наблюдалось в работе Xia et al. [4]. Также было
показано, что включение спин-орбитального (СО) взаи-
модействия в расчетах подавляет 𝛼–𝜔 переход. Предло-
жено объяснение с точки зрения различий в плотности
s-электронов в промежуточных зонах, которые благо-
приятствуют более плотно упакованной структуре.

12



Вестник ОИВТ РАН 16 (2024)

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

50

100

150

200

250

300

350

400

450
 

 C
ij, 

, 

 C11  ,  Zhang 2019
 C12  ,  Zhang 2019
 C13  ,  Zhang 2019
 C33  ,  Zhang 2019
 C44  ,  Zhang 2019

-Hf

Рисунок 8. Зависимость упругих модулей от давления для
ГПУ-решетки 𝛼-Hf вдоль кривой холодного сжатия из перво-
принципных расчетов. Пустые круги с пунктирной линией —
расчет Zhang et al. [53].

В третьей экспериментальной работе с использова-
нием методов статического сжатия Hrubiak et al. [25]
исследовал поведение гафния при высоком давлении и
температуре с помощью рентгеновской дифракции при
давлении до 61 ГПа и температуре до 780 K. Он на-
блюдал фазовый переход 𝛼–𝜔 при высокой температу-
ре 720 K и давлении 44 ГПа и фазовый переход 𝜔–𝛽
при температуре 600 K и еще более высоком давлении
62 ГПа, чем было описано ранее Xia et al. [4]. Эти дав-
ления перехода были оценены из рисунка 1 в работе [9]
при указанных температурах.

Теоретически 𝛼–𝜔 и 𝜔–𝛽 переходы были предска-
заны Ahuja et al. в 1993 году [20] при 13.9 и 30.7 ГПа
с использованием параметризации Хедина–Лундквиста
для обменно-корреляционного потенциала в приближе-
нии локальной плотности (LDA) без какой-либо опти-
мизации геометрии. В другой теоретической работе ста-
бильность 𝛼-, 𝛽- и 𝜔-Hf была исследована Jomard et al.

в 1998 году [21] с использованием полно-потенциального
метода (FP-LMTO) и XC-функционалов PBE и LDA.
Были обнаружены фазовые переходы 𝛼–𝜔 и 𝜔–𝛽 для
XC-функционала PBE при 43.5 и 62.6 ГПа, соответ-
ственно, а для XC-функционала LDA — при 12.7 и
47.6 ГПа. В более поздней работе Hao et al. 2011 года [22]
метод, основанный на теории функционала плотности,
был применен для исследования фазовых переходов и
упругих свойств Hf при высоких давлениях и было уста-
новлено, что давления переходов 𝛼–𝜔 и 𝜔–𝛽 составля-
ют 44.5 и 66.2 ГПА. Также стоит отметить первоприн-
ципные LMTO (GGA) исследования Останина и др. [17]
с 𝛼–𝜔 переходом при 32 ГПа и 𝜔–𝛽 при 140 ГПа, и пер-
вопринципные исследования Fang et al. [23], которые по-
казали 𝛼–𝜔 переход при 10.6 ГПа и 𝜔–𝛽 при 60.6 ГПа
для LDA, 12.2 ГПа и 56.5 ГПа для LDA с учетом СО-
взаимодействия, 24.5 ГПа и 78 ГПа для GGA, 32.5 ГПа
и 77.5 ГПа для GGA с учетом СО-взаимодействия.

Следует отметить, что точные границы кристалли-
ческих фаз гафния до сих пор являются предметом спо-
ров. Дело в том, что разница в энергии между ГПУ-
и 𝜔-структурами чрезвычайно мала, и поэтому даже
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Рисунок 9. Зависимость упругих модулей от давления для
гексагональной решетки 𝜔-Hf вдоль кривой холодного сжа-
тия из первопринципных расчетов. Пустые круги с пунктир-
ной линией — расчет Zhang et al. [53].

небольшая ошибка в расчете энергии оказывает боль-
шое влияние на фазовую диаграмму.

3.2. Определение зависимости упругих модулей

гафния от температуры и давления

Расчет упругих модулей был выполнен с помощью
метода деформации–напряжения (strain–stress method),
в котором упругие постоянные определяются как пер-
вые производные напряжений по тензору деформа-
ций [14]. Тензор упругих постоянных определяется пу-
тем выполнения шести конечных деформаций отре-
лаксированной кристаллической решетки и получения
упругих постоянных из соотношения 𝜎𝑖 =

∑︀6
𝑗=1 𝐶𝑖𝑗𝜀𝑗 .

Амплитуда деформаций задается в расчете, а получен-
ные результаты требуют проверки на сходимость от-
носительно величины смещения. По результатам тесто-
вых расчетов величина смещения была выбрана равной
0.015 Å. Сходимость результатов по другим параметрам
расчета также тщательно проверялась. В связи с этим
следует отметить, что расчет упругих модулей требу-
ет высокой точности расчетов и, например, очень чув-
ствителен к параметрам интегрирования по зоне Брил-
люэна. Для проведения этих расчетов потребовалось ис-
пользовать сетку k-точек не менее 25× 25× 25, энергия
обрезания плоских волн была увеличена до 600 эВ.

Для сравнения приведены результаты расчетной
работы Zhang et al. [53], выполненной с использо-
ванием МФП и псевдопотенциала PAW. Для описа-
ния XC-энергии также была выбрана параметризация
PBE, а энергия обрезания плоских волн была зада-
на равной 500 эВ. Использовались Γ-центрированные
сетки k-точек для аппроксимации зоны Бриллюэна:
18× 18× 16, 16 × 16 × 18 и 18 × 18 × 18 сетки для 𝛼-,
𝜔- и 𝛽-Hf соответственно. Упругие постоянные рассчи-
тывались путем создания малых деформаций в оптими-
зированных структурах для кубической (𝐶11, 𝐶12 и 𝐶44)
и гексагональной симметрии (𝐶11, 𝐶12, 𝐶13, 𝐶33 и 𝐶44).

Для гексагональной системы в силу симметрии
кристалла пять упругих постоянных являются неза-
висимыми: 𝐶11, 𝐶12, 𝐶13, 𝐶33 и 𝐶44. На рисунке 8
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Рисунок 10. Зависимость упругих модулей от давления
для ОЦК-решетки 𝛽-Hf вдоль кривой холодного сжатия из
первопринципных расчетов. Пустые круги с пунктирной ли-
нией — расчет Zhang et al. [53].

представлены зависимости соответствующих упругих
модулей от давления для 𝛼-Hf, а на рисунке 9 — для
𝜔-Hf. Можно заметить, что величины всех упругих мо-
дулей, за исключением сдвигового модуля 𝐶44, растут с
увеличением давления для обеих гексагональных струк-
тур, что согласуется с результатами Zhang et al. [53], хо-
тя для модуля 𝐶11 в 𝛼-фазе и для модулей 𝐶11 и 𝐶33

в 𝜔-фазе результаты данной работы показывают более
высокие значения при увеличении давления. Отметим,
что в работе [53] не приводятся зависимости параметра
𝑐/𝑎 от давления, полученные после релаксации гексаго-
нальных структур, что затрудняет анализ причин рас-
хождения результатов расчета упругих модулей для 𝛼-
и 𝜔-Hf. Также в упомянутой работе были выбраны более
грубые сетки k-точек для аппроксимации зоны Бриллю-
эна, чем в нашем исследовании.

Следует отметить, что 𝐶33 > 𝐶11 как для 𝛼-Hf, так
и для 𝜔-Hf, что свидетельствует о том, что межатомные
связи между ближайшими соседями вдоль плоскостей
001 сильнее, чем связи вдоль плоскостей 100 во всем
рассматриваемом диапазоне давлений. Также на основе
критерия Борна механической стабильности для ГПУ-
решетки можно сделать вывод, что 𝛼-Hf механически
стабилен во всем диапазоне давлений, продемонстриро-
ванном на рисунке 9.

Величины упругих модулей для 𝛼- и 𝜔-Hf приведе-
ны в таблицах 1 и 2. Полученные в результате значе-
ния упругих констант при нулевом давлении для 𝛼-Hf
𝐶11 = 183.44, 𝐶12 = 70.24, 𝐶13 = 68.1, 𝐶33 = 196.15,
𝐶44 = 54.58 ГПа находятся в хорошем согласии с рас-
четными данными: 𝐶11 = 183.9, 𝐶12 = 69.5, 𝐶13 = 66.5,
𝐶33 = 207.1, 𝐶44 = 52.0 ГПа [53] и эксперименталь-
ными данными: 𝐶11 = 181.1, 𝐶12 = 69.7, 𝐶13 = 67.8,
𝐶33 = 196.9, 𝐶44 = 55.7 ГПа [13].

В эксперименте Fisher и Renken 1964 года [13] упру-
гие модули Hf были измерены в диапазоне температур
от 4 K до 300 K методом интерференции ультразвуковых
волн. Результаты показывают, что анизотропия в тем-
пературной зависимости модулей сдвига для 𝛼-Hf тесно
связана с фазовым превращением ГПУ–ОЦК. Расчеты

Таблица 1. Упругие модули (в ГПа) в зависимости от
давления для ГПУ-решетки 𝛼-Hf вдоль кривой холодного
сжатия из первопринципных расчетов.

𝑃 , ГПа 𝐶11 𝐶12 𝐶13 𝐶33 𝐶44

0.00 183.44 70.24 68.10 196.15 54.58
0.48 185.23 71.02 69.03 198.43 54.83
2.78 193.27 75.49 72.84 207.69 55.93
5.28 201.64 79.57 77.08 217.95 56.56
8.01 210.47 83.02 81.59 230.32 56.61
11.01 219.38 86.91 86.40 243.03 56.11
14.31 227.65 92.78 91.34 254.97 55.40
17.92 235.20 100.46 96.65 267.82 54.51
21.88 242.31 107.76 102.62 281.60 52.28
26.20 249.96 113.24 109.09 296.33 48.58
30.90 260.33 119.24 117.05 311.85 46.21
36.12 272.74 127.94 126.19 329.17 45.53
41.80 281.53 137.63 135.84 348.90 43.74

Таблица 2. Упругие модули (в ГПа) в зависимости от
давления для гексагональной решетки 𝜔-Hf вдоль кривой
холодного сжатия из первопринципных расчетов.

𝑃 , ГПа 𝐶11 𝐶12 𝐶13 𝐶33 𝐶44

35.00 329.02 140.62 88.39 378.08 60.00
39.17 343.68 148.65 92.96 390.48 59.25
43.64 359.33 157.17 97.73 403.96 58.13
48.43 376.05 166.45 102.65 418.87 56.65
53.59 393.43 176.82 107.74 435.12 54.77
59.18 411.45 188.24 112.85 452.39 52.36
65.27 430.69 200.17 118.53 471.81 49.31
71.90 450.96 213.35 124.35 492.79 45.83
79.10 473.10 228.46 130.58 515.39 42.07

удельной теплоемкости решетки показывают, что эта
связь обусловлена высокотемпературной ангармонично-
стью тепловых колебаний.

Для кубической решетки только три упругих моду-
ля 𝐶11, 𝐶12 и 𝐶44 являются независимыми. Зависимость
указанных модулей от давления для 𝛽-Hf приведена на
рисунке 10.

Расчет зависимости упругих модулей от темпера-
туры был выполнен с использованием квазистатическо-
го приближения. Процедура расчета в рамках данного
подхода состоит из трех этапов. На первом шаге вос-
станавливается зависимость упругих модулей от объе-
ма при нулевой температуре. На втором шаге рассчи-
тывается зависимость равновесного объема от темпе-
ратуры при заданном давлении с использованием ква-
зигармонического приближения. Зависимость упругих
констант от объема затем аппроксимируется на конеч-
ные температуры. В рамках данного приближения пред-
полагается, что температурные зависимости компонент
тензора упругих констант вызваны исключительно теп-
ловым расширением кристалла. Однако в ряде работ
было показано, что это приближение хорошо описывает
экспериментальные зависимости [54]. Результаты расче-
тов зависимости упругих модулей 𝛼-фазы Hf от темпе-
ратуры представлены на рисунке 11. Следует отметить
весьма слабое падение упругих модулей с температурой.
Сравнение экспериментально измеренной зависимости
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Рисунок 11. Зависимость упругих модулей от температуры
для ГПУ-решетки 𝛼-Hf из первопринципных расчетов.
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Рисунок 12. Зависимость модуля объемного сжатия от тем-
пературы для ГПУ-решетки 𝛼-Hf из первопринципных рас-
четов. Черные круги — экспериментальные данные Fisher и
Renken [13].

от температуры модуля объемного сжатия [13] и рас-
считанной в данной работе показано на рисунке 12.

4. ВЫВОДЫ

С помощью метода функционала плотности и ква-
зигармонического приближения были рассчитаны тер-
модинамические и упругие свойства гафния до давле-
ния 110 ГПа и температуры 2000 К. Была получена
зависимость отношения параметров решетки 𝑐/𝑎 для
𝛼- и 𝜔-гафния от давления, обнаружено хорошее со-
гласие с экспериментальными измерениями [5]. Надеж-
ность полученных результатов была также подтвержде-
на сравнением кривой холодного сжатия для 𝛼-Hf с
экспериментальными данными [5, 11, 25]. Реконструи-
рованная кривая относительного теплового удлинения
𝛼-Hf согласуется с экспериментальными данными [44–
46]. Рассчитанный фононный спектр согласуется с ре-
зультатами измерений [8], но предсказывает более низ-
кие частоты оптических мод колебаний в окрестности
Γ-точки. Фазовая диаграмма Hf в области высокого дав-

ления, полученная из расчетов МФП, также согласует-
ся с экспериментами [4] и [5]. Модули упругости бы-
ли рассчитаны методом деформации–напряжения, бы-
ло установлено, что 𝛼-Hf механически стабилен в рас-
считанном диапазоне давлений. Было выполнено срав-
нение с результатами вычислений Zhang et al. [53] и
показано, что расчеты данной работы дают более вы-
сокие значения упругих модулей 𝐶11 в 𝛼-фазе и 𝐶11,
𝐶33 в 𝜔-фазе при высоких давлениях. Также выявлено
незначительное уменьшение величин упругих модулей
и модуля объемного сжатия с ростом температуры до
2000 K для 𝛼-Hf.
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