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Аннотация. С использованием гидродинамической модели плазмы и метода псевдопотенциала
Сагдеева получены приближенные аналитические выражения для описания динамики отдельных
ионов при их взаимодействии с ионно-звуковым солитоном. Выполнено сравнение с известными
теоретическими результатами, проведено краткое обобщение результатов на случай акустических
солитонов различного типа.

1. ВВЕДЕНИЕ

Консервативным (классическим или динамиче-
ским) солитоном называют нелинейную уединенную
волну, распространяющуюся в пространстве с постоян-
ными амплитудой, скоростью и формой, устойчивость
которой является следствием баланса нелинейных эф-
фектов и дисперсии среды. Явление было впервые опи-
сано Скоттом Расселлом, который наблюдал солитон на
поверхности водного канала в Глазго в 1834 г. [1, 2].

Математическое описание солитонов появилось
позже благодаря работам Дж. Буссинеска (1871 г.) [3]
и лорда Рэлея (1876 г.) [4]. Наиболее известной теорети-
ческой работой в этой области является статья 1895 г.,
опубликованная Д. Кортевегом и Г. де Вризом, в кото-
рой строго доказана возможность стационарного суще-
ствования уединенных волн [5]. Полученное ими урав-
нение (известное как уравнение Кортевега–де Вриза,
или КдВ) до настоящего времени является классиче-
ским примером интегрируемой системы, допускающей
солитонные решения. Было установлено, что солитоны
являются уникальными примерами нелинейных волн.
В частности, как следует из уравнения КдВ, солитонные
решения 𝑢(𝑥) = 𝐴sech2𝑥 остаются нелинейными при лю-
бых сколь угодно малых амплитудах, не вырождаясь
в линейный волновой пакет при уменьшении ампли-
туды.

Дальнейшие исследования выявили универсаль-
ность феномена уединенных волн [6–13] в различ-
ных физических системах. Анализу свойств уединен-
ных волн посвящено огромное количество статей, тем
не менее физика нелинейных волн и солитонов в на-
стоящее время далека от завершения. В недавних рабо-
тах было установлено, что солитоны КдВ-типа перено-
сят частицы вещества в средах, а также что эта способ-
ность является фундаментальным их свойством [14–19].
В частности, было показано, что дистанция перено-
са очень медленно убывает с уменьшением амплитуды
солитона. Для солитонов малой амплитуды перенос ста-
новится наиболее заметным, экспериментально наблю-
даемым эффектом. В опубликованных теоретических
работах траектории частиц, возмущенных солитонами,
рассчитывались лишь численно, что ограничивает общ-
ность результатов. В этой работе такая задача решена
аналитически для ионно-звуковых солитонов.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим модель двухкомпонентной бесстолкно-
вительной плазмы, которая содержит горячий элек-
тронный фон и холодные однозарядные ионы. В таких
условиях тепловая скорость электронов значительно
превосходит ионно-звуковую, поэтому ионно-звуковые
возмущения можно считать стационарными для элек-
тронов. Это позволяет считать электронную популяцию
равновесной с достаточно высокой точностью, а распре-
деление концентраций — больцмановским.

Воспользуемся одномерной бесстолкновительной
гидродинамической моделью [15], содержащей норми-
рованные уравнения движения и непрерывности для
ионов, закон распределения Больцмана, а также урав-
нение Пуассона:

𝜕𝑛𝑖

𝜕𝑡
+

𝜕𝑛𝑖𝜐𝑖
𝜕𝑥

= 0, (1)

𝜕𝜐𝑖
𝜕𝑡

+ 𝜐𝑖
𝜕𝜐𝑖
𝜕𝑥

= −𝜕Φ

𝜕𝑥
, (2)

𝑛𝑒 = exp (Φ), (3)
𝜕2Φ

𝜕𝑥2
= 𝑛𝑒 − 𝑛𝑖, (4)

где 𝑛𝑒, 𝑛𝑖 — электронная и ионная концентрации, нор-
мированные на невозмущенную концентрацию 𝑛0;
𝜐𝑖 — ионная скорость, нормированная на ионно-звуко-
вую скорость 𝐶𝑠 = (𝑇𝑒/𝑚𝑖)

1/2;
𝑇𝑒 — электронная температура;
𝑚𝑖 — масса иона;
Φ — нормированный электростатический потенциал
волны, Φ = 𝑒𝜑/𝑇𝑒 (𝑒 — элементарный заряд).

Временная координата нормирована на 𝜔−1
𝑖 , где

𝜔𝑖 =
√︀

4𝜋𝑛0𝑒2/𝑚𝑖 — ионная плазменная частота. Про-
странственная координата 𝑥 нормирована на дебаевский
радиус 𝜆𝐷 =

√︀
𝑇𝑒/(4𝜋𝑒2𝑛0). Ограничимся рассмотрени-

ем стационарного решения, рассматривая волны, про-
шедшие все стадии эволюции и движущиеся с постоян-
ной амплитудой, формой и скоростью 𝑉 , которая после
нормировки выражается числом Маха 𝑀 = 𝑉/𝐶𝑠.

С помощью замены переменной 𝜉 = 𝑥 − 𝑀𝑡
перейдем в движущуюся вместе с волной систему
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координат. Тогда нормированная концентрация ионов
имеет вид [15]

𝑛𝑖(Φ) =

(︂
1− 2Φ

𝑀2

)︂− 1
2

.

Теперь систему уравнений (1)–(4) можно преобра-
зовать к нормированному уравнению Пуассона:

𝑑2Φ

𝑑𝜉2
= exp (Φ)−

(︂
1− 2Φ

𝑀2

)︂− 1
2

. (5)

Однократное интегрирование уравнения (5) с уче-
том граничного условия 𝑑Φ/𝑑𝜉 = 0 при Φ = 0 позволяет
получить зависимость 𝑈(Φ), которая известна как псев-
допотенциал Сагдеева [6]:

𝑈(Φ) = −1

2

(︂
𝑑Φ

𝑑𝜉

)︂2

,

или

𝑈(Φ) = 1− exp (Φ)−𝑀2

[︃(︂
1− 2Φ

𝑀2

)︂ 1
2

− 1

]︃
. (6)

Профиль солитона Φ(𝜉) является решением уравне-
ния (6). Его можно найти либо путем численного инте-
грирования, либо аналитически для случая малых ам-
плитуд, когда справедливо разложение:

𝑈(Φ) = 𝐴2Φ
2 +𝐴3Φ

3 + 𝑜(Φ3),

где 𝐴2 = 1
2𝑀2 − 1

2 ; 𝐴3 = 1
2𝑀4 − 1

6 . Аналитическое выраже-
ние, описывающее профиль ионно-звукового солитона,
имеет классический вид [15]:

Φ(𝜉) = Φ⋆
0 sech2

(︂
𝜉

𝐷

)︂
, (7)

где Φ⋆
0 = −𝐴2/𝐴3 — амплитуда солитона;

𝐷 = (−𝐴2/2)
−1/2 — ширина солитона.

Аналитическое выражение (7) является прибли-
женным и справедливо для описания солитонов с ма-
лыми амплитудами Φ⋆

0 < 0.2 (см. [15]). Для перехода
в лабораторную систему координат достаточно выпол-
нить подстановку 𝜉 = 𝑥 − 𝑀𝑡, тогда соответствующий
профиль можно записать в виде:

Φ(𝑥, 𝑡) = Φ⋆
0 sech2

(︂
𝑥−𝑀𝑡

𝐷

)︂
. (8)

3. РАСЧЕТ ТРАЕКТОРИЙ ИОНОВ
Как было показано в работе [15] (см. также ссыл-

ки внутри), для солитонов малых амплитуд в рамках
рассматриваемой модели в лабораторной системе коор-
динат профиль скорости 𝜐𝑖(𝑥, 𝑡) асимптотически совпа-
дает с профилем потенциала Φ(𝑥, 𝑡). В таком случае
траекторию иона можно найти, воспользовавшись пе-
реходом от эйлерова к лагранжеву описанию движения

по формуле [20]:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝜐𝑖(𝑥, 𝑡) = Φ⋆

0 sech2

(︂
𝑥−𝑀𝑡

𝐷

)︂
. (9)

Уравнение (9) является обыкновенным нелинейным
дифференциальным уравнением. Общего аналитическо-
го решения у этого уравнения нет, однако если учесть,
что солитоны малых амплитуд имеют большую шири-
ну, составляющую десятки или даже сотни дебаевских
радиусов, в то время как дистанция ионного переноса
не превышает одного, можно получить достаточно до-
стоверную аналитическую зависимость. Достаточно за-
фиксировать 𝑥 = 0 в правой части (9). В таком виде
уравнение становится линейным и легко интегрируется:

𝑥(𝑡) =
𝐷Φ⋆

0

𝑀
tanh

(︂
𝑀𝑡

𝐷

)︂
. (10)

Графики полученных с помощью (10) траекто-
рий показаны на рисунке 1. Для сравнения приведе-
ны траектории, полученные путем численного интегри-
рования, согласно [15], которые можно считать этало-
ном точности. Очевидно, что формы траекторий, полу-
ченных разными методами, асимптотически совпадают,
а дистанция переноса хорошо согласуется с численным
результатом для солитонов малой амплитуды. С рос-
том амплитуды солитона аналитические и численные
результаты начинают расходиться. Как показано в ра-
боте [15], выбранный аналитический метод можно ис-
пользовать при 𝑀< 1.05.

Полученные траектории описывают все ионы плаз-
мы, взаимодействующие с солитоном. Отличия заклю-
чаются лишь в начальном положении иона и времени
взаимодействия с уединенной волной. Результаты также
легко обобщаются на случаи электронно-акустических и
пыле-акустических солитонов, которые можно описать
в рамках гидродинамических моделей с помощью мето-
да псевдопотенциала Сагдеева [15, 21].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведен анализ гидродинамической модели плаз-
мы, описывающей ионно-звуковые солитоны в двухком-
понентной плазме с горячими электронами и холодны-
ми ионами. Задача поиска профиля солитона решена
методом псевдопотенциала Сагдеева. Для случая ма-
лых амплитуд удалось получить явную аналитическую
формулу, описывающую траектории ионов при их вза-
имодействии с солитоном. Полученные результаты мо-
гут найти практическое применение при анализе пе-
реноса вещества и легко обобщаются на электронно-
акустические и пыле-акустические плазменные моды.
Кроме того, представленный подход может быть уточ-
нен при использовании более точного описания солитон-
ного профиля.
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Рисунок 1. Траектории пробного иона в поле солитона при разных значениях параметра 𝑀 : формула (10) — пунктирная,
штриховая и штрихпунктирная кривые; численные решения [15] — тонкие кривые.
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