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Аннотация. В данной работе исследуется вязкость жидкого алюминия с использованием дан-
ных, полученных в результате молекулярно-динамического моделирования. Вязкость вычисля-
лась методом корреляционной функции поперечного тока, что позволяет получить 𝑞-зависимую
вязкость и экстраполировать ее к гидродинамическому пределу 𝑞 → 0. Проведено систематиче-
ское исследование сходимости результата по числу частиц в моделируемой ячейке: анализ выпол-
нен для систем из 𝑁 = 108, 256, 500 и 1372 атомов при различных термодинамических услови-
ях. Показано, что длина траектории не менее 300 пс необходима для получения статистически
устойчивой автокорреляционной функции. Установлено, что при 𝑁 ≥ 256 наблюдается тенден-
ция к стабилизации значений вязкости, хотя полная сходимость достигается лишь при 𝑁 = 1372.
Полученные результаты демонстрируют хорошее согласие с экспериментальными данными и ab
initio расчетами при достаточном размере системы. Настоящая работа подчеркивает важность
учета конечноразмерных эффектов при моделировании транспортных свойств жидких металлов.

1. ВВЕДЕНИЕ

Расчет сдвиговой вязкости для жидких металлов
является важной задачей в физике конденсированного
состояния и материаловедении [1–4]. Вязкость опреде-
ляет сопротивление жидкости сдвиговым деформациям
и напрямую влияет на процессы массопереноса, тепло-
обмена и формирования микроструктуры при затверде-
вании. В частности, для алюминия — одного из ключе-
вых материалов в литьевых и металлургических техно-
логиях — точное знание вязкости необходимо для про-
гнозирования качества отливок, контроля пористости и
управления зернистостью.

Экспериментальное определение вязкости жидкого
алюминия сопряжено со значительными трудностями.
Высокая химическая активность металла приводит к об-
разованию оксидных пленок на границе с тиглем, что
нарушает ламинарность потока и искажает результаты
измерений. Вследствие этого экспериментальные дан-
ные для алюминия демонстрируют значительный раз-
брос, что снижает их надежность при разработке моде-
лей и технологий.

В этих условиях численное моделирование стано-
вится мощным инструментом для получения физиче-
ски обоснованных значений вязкости [3–5]. В последние
годы широкое распространение получил метод, осно-
ванный на корреляционной функции поперечного тока,
который позволяет напрямую вычислить вязкость без
использования приближений, таких как соотношение
Стокса–Эйнштейна. Этот подход особенно эффективен
в сочетании с молекулярной динамикой, как классиче-
ской, так и ab initio, основанной на теории функционала
плотности.

Однако при практическом применении метода воз-
никает вопрос о сходимости результата по числу частиц
и физическому времени моделирования. Недостаточная
статистика или малый размер ячейки могут привести

к осцилляциям в корреляционной функции и ошибкам
в экстраполяции к 𝑞 = 0. В настоящей работе мы про-
водим детальный анализ этих эффектов для жидко-
го алюминия, исследуя системы от 108 до 1372 ато-
мов и траектории длиной до 300 пикосекунд. Целью
является определение минимальных условий моделиро-
вания, обеспечивающих сходимость вязкости к физи-
чески достоверному значению, что особенно актуально
для ресурсоемких ab initio расчетов.

2. ОПИСАНИЕ МЕТОДА

Для расчета вязкости жидкого алюминия в насто-
ящей работе используется метод, основанный на корре-
ляционной функции поперечного тока, предложенный в
работе [6] и успешно примененный к жидким металлам,
включая алюминий, в ряде ab initio исследований [5, 7–
9]. Метод не требует вычисления тензора напряжений
и позволяет напрямую получить 𝑞-зависимую вязкость,
что особенно удобно для экстраполяции к гидродинами-
ческому пределу.

Рассмотрим систему из 𝑁 атомов алюминия в ку-
бической ячейке с периодическими граничными услови-
ями и длиной ребра 𝐿. Скорости и координаты v𝑗(𝑡) и
r𝑗(𝑡) для каждого атома 𝑗 (𝑗 = 1, . . . , 𝑁) получены в
результате молекулярно-динамического моделирования
с использованием пакета LAMMPS [10] в ансамбле NVT.
Молекулярно-динамическое моделирование было прове-
дено с аналитическим EAM-потенциалом для алюми-
ния, разработанным Жаховским и соавт. [11] на основе
кривых холодного сжатия, полученных в рамках теории
функционала плотности. Для упрощения расчетов вол-
новой вектор q выбирается вдоль оси 𝑧:

q =
2𝜋

𝐿
(0, 0, 𝑛𝑧)

⊤, 𝑛𝑧 ∈ Z+.
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Поперечный ток в направлении 𝑥 определяется как
комплексная величина:

𝐽𝑇 (𝑞, 𝑡) =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑣𝑗,𝑥(𝑡) 𝑒
𝑖𝑞𝑧𝑗(𝑡). (1)

Автокорреляционная функция поперечного тока
вычисляется как усреднение по всем возможным на-
чальным моментам времени:

𝐶𝑇 (𝑞, 𝑡) =
1

𝑁
⟨𝐽*

𝑇 (𝑞, 0) 𝐽𝑇 (𝑞, 𝑡)⟩𝑡 , (2)

где звездочка обозначает комплексное сопряжение, а уг-
ловые скобки — усреднение по времени.

В гидродинамическом пределе 𝑞 → 0 вязкость свя-
зана со значением интеграла корреляционной функции
поперечного тока по времени [5, 12]:

𝜂(𝑞) =
𝜌 𝑘𝐵𝑇

𝑚𝑞2

∫︁ ∞

0

𝐶𝑇 (𝑞, 𝑡) 𝑑𝑡, (3)

где 𝜌 — массовая плотность, 𝑇 — температура, 𝑚 — мас-
са атома алюминия, 𝑘𝐵 — постоянная Больцмана.

Для повышения статистической надежности инте-
грал

∫︀∞
0

𝐶𝑇 (𝑞, 𝑡) 𝑑𝑡 вычисляется до первого нуля функ-
ции 𝐶𝑇 (𝑞, 𝑡), что позволяет избежать вклада шумовой
составляющей в хвосте корреляции. Время интегриро-
вания преобразуется из фемтосекунд в секунды для кор-
ректного получения вязкости в мПа·с.

Полученные значения 𝜂(𝑞) для различных 𝑞 =
2𝜋𝑛𝑧/𝐿 (𝑛𝑧 = 1, 2, . . .) аппроксимируются модельной
функцией, предложенной в работе [12]:

𝜂(𝑞) =
𝜂0

1 + 𝑎2𝑞2
. (4)

В вышеприведенной формуле 𝜂0 = lim𝑞→0 𝜂(𝑞) — иско-
мая сдвиговая вязкость в гидродинамическом пределе,
а 𝑎 — параметр, связанный с характерной длиной кор-
реляции в жидкости.

Для обеспечения сходимости результата исследует-
ся зависимость 𝜂0 от числа частиц𝑁 (108, 256, 500, 1372)
и длины траектории (до 300 пикосекунд). Показано, что
при 𝑁 ≥ 256 и достаточной длине моделирования авто-
корреляционные функции становятся гладкими, а экс-
траполяция к 𝑞 = 0 дает устойчивые и воспроизводимые
значения вязкости.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

Для жидкого алюминия были проведены расчеты
вязкости при двух термодинамических состояниях: 𝑇 =
2000 K, 𝜌 = 2300 кг/м

3
и 𝑇 = 6000 K, 𝜌 = 1500 кг/м

3
.

Моделирование выполнялось для систем с различным
числом частиц: 𝑁 = 108, 256, 500 и 1372. Анализ по-
казал, что длина траектории критически влияет на ка-
чество автокорреляционной функции поперечного тока.
Только при физическом времени моделирования не ме-
нее 300 пс удается получить гладкую форму 𝐶𝑇 (𝑞, 𝑡),
свободную от нежелательных осцилляций, связанных
с недостаточной статистикой (см. рисунок 1).

На рисунке 1 представлена зависимость нормиро-
ванной автокорреляционной функции поперечного то-
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Рисунок 1. Зависимость автокорреляционной функции по-
перечного тока от физического времени моделирования и
числа частиц. Увеличение 𝑁 и длины траектории приводит
к более гладкой и физически обоснованной форме корреля-
ции.

ка 𝐶𝑇 (𝑞, 𝑡)/𝐶𝑇 (𝑞, 0) от физического времени моделиро-
вания и числа частиц для жидкого алюминия. На пер-
вых двух графиках показано поведение 𝐶𝑇 (𝑞, 𝑡)/𝐶𝑇 (𝑞, 0)
при фиксированном числе частиц (𝑁 = 1372) и раз-
личных временах моделирования: 30, 60, 150 и 300 пс.
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Рассматриваются два волновых вектора: 𝑞, соответству-
ющие 𝑛𝑧 = 2 и 𝑛𝑧 = 4. Можно видеть, что с увеличением
длины траектории осцилляции в корреляционной функ-
ции существенно уменьшаются, а ее форма становится
более гладкой. Это указывает на то, что для получе-
ния статистически достоверных результатов необходима
достаточная продолжительность моделирования — в на-
шем случае не менее 300 пс.

На третьем и четвертом графиках рисунка 1 пока-
зана зависимость 𝐶𝑇 (𝑞, 𝑡)/𝐶𝑇 (𝑞, 0) от числа частиц при
фиксированном времени моделирования (300 пс). При-
ведены данные для 𝑁 = 108, 256, 500 и 1372. Для обоих
значений 𝑛𝑧 наблюдается четкая тенденция: с ростом 𝑁
уровень флуктуаций и шумовой составляющей в 𝐶𝑇 (𝑞, 𝑡)
снижается. Это свидетельствует о том, что конечнораз-
мерные эффекты играют важную роль, и увеличение
размера системы способствует улучшению статистиче-
ской устойчивости корреляционной функции.

Исследование зависимости 𝐶𝑇 (𝑞, 𝑡) от волнового
вектора 𝑞 показало, что точки, соответствующие 𝑛𝑧 = 1
(𝑞 = 2𝜋/𝐿), демонстрируют нестабильное поведение
из-за сильных конечноразмерных эффектов. Включение
этих точек в процедуру экстраполяции по формуле (4)
приводило к нарушению сходимости по числу частиц.
Поэтому при определении предела 𝜂0 = lim𝑞→0 𝜂(𝑞) дан-
ные для 𝑛𝑧 = 1 были исключены из анализа.

На рисунке 2 представлена 𝑞-зависимая вязкость
𝜂(𝑞), полученная для алюминия при 𝑇 = 2000 K и

𝜌 = 2300 кг/м
3
, 𝑇 = 6000 K и 𝜌 = 1500 кг/м

3
и ее ап-

проксимация уравнением (4). Экстраполяция к 𝑞 = 0
позволила определить вязкость в гидродинамическом
пределе. Для системы из 1372 атомов значение состави-
ло 𝜂0 = 0.64±0.09 мПа·с, что находится в хорошем согла-
сии с экспериментальными данными [2] и результатами
ab initio расчетов, представленными в работе [5]. Ана-
логичные вычисления для 𝑇 = 2000 K показали ожида-
емое снижение вязкости до 𝜂0 = 0.23 ± 0.06 мПа·с, что
также согласуется с общими закономерностями поведе-
ния жидких металлов при высоких температурах.

Систематический анализ сходимости 𝜂0 по числу
частиц показал, что при 𝑁 < 256 наблюдается зна-
чительный разброс значений, обусловленный сильными
флуктуациями и недостаточной статистикой. При уве-
личении 𝑁 до 256 и выше значения вязкости стабили-
зируются, и достигается сходимость в пределах ошибки
расчета. Таким образом, можно заключить, что𝑁 ≥ 256
является необходимым условием для получения досто-
верных результатов методом корреляционной функции
поперечного тока.

Для верификации полученных результатов выпол-
нено сравнение с аппроксимацией экспериментальных
данных для алюминия, предложенной в работе [2],
в температурном диапазоне [933, 1270] K, а также ее экс-
траполяцией до 6000 K. На рисунке 3 показано, что на-
ши значения хорошо согласуются с данной аппроксима-
цией, что подтверждает ее надежность.

4. ОБСУЖДЕНИЕ И ВЫВОДЫ

В настоящей работе метод корреляционной функ-
ции поперечного тока был применен для расчета вяз-
кости жидкого алюминия при различных термоди-
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Рисунок 2. Зависимость вязкости алюминия от волново-
го вектора 𝑞 и ее экстраполяция к 𝑞 = 0 по модели 𝜂(𝑞) =
𝜂0/(1 + 𝑎2𝑞2). Расчеты выполнены для 𝑇 = 2000 K, 𝜌 =
2300 кг/м3 и 𝑇 = 6000 K, 𝜌 = 1500 кг/м3.

1000 2000 3000 4000 5000 6000
T, K

0.25

0.50

0.75

1.00

1.25

, 
c

. ,  (2006)

 

Рисунок 3. Сравнение рассчитанной вязкости алюминия
с экспериментальными данными [2].

намических условиях. Проведено исследование вли-
яния числа частиц в моделируемой ячейке (𝑁 =
108, 256, 500, 1372) и длины траектории на стабиль-
ность получаемых значений вязкости. Анализ показал,
что для получения гладкой автокорреляционной функ-
ции 𝐶𝑇 (𝑞, 𝑡) требуется достаточное время моделирова-
ния — в нашем случае порядка 300 пс — чтобы умень-
шить осцилляции, связанные с недостаточной статисти-
кой.
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При малом числе частиц (𝑁 < 256) наблюдают-
ся значительные флуктуации в поведении 𝑞-зависимой
вязкости 𝜂(𝑞), что затрудняет экстраполяцию к гидро-
динамическому пределу 𝑞 → 0. В частности, данные для
наименьшего волнового вектора (𝑛𝑧 = 1) демонстриру-
ют нестабильное поведение и были исключены из ана-
лиза.

Хотя полная сходимость результата по числу ча-
стиц не достигается даже при 𝑁 = 1372, рассчитан-
ные значения вязкости лежат близко друг к другу и
демонстрируют тенденцию к стабилизации с увеличе-
нием 𝑁 . Более важно, что полученные оценки вязкости
находятся в удовлетворительном соответствии с имею-
щимися экспериментальными данными [2] и результата-
ми расчетов на основе теории функционала плотности
[5], что подтверждает физическую разумность исполь-
зуемого подхода.

Настоящая работа подчеркивает важность учета
размера системы и длины траектории при расчете дина-
мических свойств с помощью молекулярной динамики.
Полученные результаты могут быть полезны при плани-

ровании вычислительно затратных ab initio симуляций,
где необходим баланс между точностью и доступными
ресурсами.
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