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Аннотация. В работе получено явное аналитическое выражение для усредненного по углам
потенциала Эвальда юкавовской однокомпонентной плазмы. В отличие от предыдущей работы,
основанной на усреднении сумм Эвальда, где были получены громоздкие выражения, в данной
работе используется альтернативный подход, при котором усреднение по углам выполняется до
применения процедуры суммирования Эвальда. Такой метод позволяет получить компактную
аналитическую формулу, корректную при произвольных значениях параметра экранирования
потенциала Юкавы и непрерывно переходящую в известное выражение для кулоновской плазмы
при бесконечно малом экранировании. Проведено сравнение с ранее полученными выражениями,
показано их аналитическое тождество, которое подтверждено численным анализом.

1. ВВЕДЕНИЕ

Процедура усреднения потенциала Эвальда по на-
правлениям была предложена в ряде работ как эф-
фективный способ устранения анизотропии, неизбеж-
но возникающей при использовании периодических гра-
ничных условий в кубической расчетной ячейке [1–5].
Такая анизотропия приводит к излишним вычислени-
ям при моделировании изотропных плазменных систем,
а именно, при учете дальнодействующих взаимодей-
ствий. Угловое усреднение позволяет заменить исход-
ный анизотропный потенциал Эвальда короткодейству-
ющей сферически симметричной функцией, что суще-
ственно упрощает последующие вычисления [4]. Благо-
даря этим свойствам данный подход получил широкое
распространение, в том числе в квантовом моделирова-
нии с интегралами по траекториям [6], и оказался осо-
бенно полезным в задачах с большим числом частиц [4].

Юкавовская однокомпонентная плазма (ЮОКП)
представляет собой модельную систему, в которой вза-
имодействие частиц описывается экранированным ку-
лоновским потенциалом [7]. В отличие от классической
однокомпонентной плазмы (ОКП) [8], термодинамика
которой полностью определяется параметром неидеаль-
ности, при описании ЮОКП также необходимо зада-
вать параметр экранирования. Несмотря на затухаю-
щую форму потенциала Юкавы, влияние дальних вза-
имодействий остается существенным при малых значе-
ниях параметра экранирования, т.е. в области, близкой
к кулоновскому пределу, и потому применение процеду-
ры Эвальда остается необходимым, что подтверждается
практическими расчетами [9, 10].

В предыдущей работе авторов [11] была предпри-
нята попытка получить усредненный по углам потенци-
ал Эвальда (УУПЭ) для ЮОКП по аналогии с куло-
новским случаем [4], используя усреднение сумм Эваль-
да для ЮОКП. Хотя сам усредненный потенциал был
получен в виде ряда, вывести компактное аналитиче-
ское выражение, подобное известной формуле для ОКП
и удобное для прямого использования в расчетах энер-
гии и дальнейшего применения, например, в квантовом
случае [12], не удалось.

Данная работа также ставит задачу аналитически
получить УУПЭ для ЮОКП, однако основана на дру-

гой идее, предложенной в [13, 14], и заключающейся
в выполнении углового усреднения до применения про-
цедуры суммирования Эвальда. Такой подход позво-
ляет избежать появления сложных анизотропных сла-
гаемых и существенно упрощает структуру конечного
выражения. Таким образом, цель этой работы состо-
ит в получении замкнутого аналитического выражения
для усредненного по углам потенциала для ЮОКП при
суммировании взаимодействий со всеми изображениями
и демонстрации его эквивалентности ранее полученно-
му УУПЭ для ЮОКП, который был представлен в [11]
в виде ряда.

2. ЮКАВОВСКАЯ
ОДНОКОМПОНЕНТНАЯ ПЛАЗМА

Рассмотрим систему 𝑁 одинаковых точечных по-
ложительных зарядов 𝑍𝑒, помещенных в однородный
компенсирующий фон. Частицы и фон находятся в ку-
бической ячейке со стороной 𝐿 и объемом 𝑉 = 𝐿3, на
которую наложены периодические граничные условия.
Далее такую систему будем называть юкавовской од-
нокомпонентной плазмой (ЮОКП). В качестве харак-
терного межчастичного масштаба используем радиус
Вигнера–Зейтца:

𝑟𝑎 = 𝐿

(︂
4𝜋𝑁

3

)︂− 1
3

. (1)

Состояние ЮОКП в термодинамическом равнове-
сии задается двумя безразмерными параметрами. Пер-
вый параметр описывает экранирование и определяется
величиной 𝜅. Для удобства далее также будем пользо-
ваться эквивалентным параметром

𝜉 = 𝜅𝐿, (2)

который однозначно связан с 𝜅. Второй параметр харак-
теризует степень неидеальности системы:

Γ =
(𝑍𝑒)2

𝑘𝐵𝑇𝑟𝑎
, (3)

Он представляет собой отношение характерной куло-
новской энергии взаимодействия двух частиц, разде-
ленных расстоянием 𝑟𝑎, к тепловой энергии на частицу
𝑘𝐵𝑇 .
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Парный потенциал в ЮОКП имеет вид потенциала
Юкавы:

𝜑(r, 𝜅) =
𝑒−𝜅|r|

|r|
. (4)

При использовании периодических граничных условий
вклад всех изображений частиц суммируется по цело-
численным векторам n = (𝑛𝑥, 𝑛𝑦, 𝑛𝑧), а влияние компен-
сирующего фона реализуется вычитанием нулевой моды
Фурье-разложения парного потенциала (4). В результа-
те потенциальная энергия ЮОКП может быть записана
в следующей форме [7]:

𝑈OCP(R, 𝜅) = 𝑈0,OCP(𝜅) +
(𝑍𝑒)2

2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑖 ̸=𝑗

𝜓(r𝑖𝑗 , 𝜅), (5)

где постоянное слагаемое

𝑈0,OCP(𝜅) =
(𝑍𝑒)2𝑁

2
lim
𝑟→0

(︂
𝜓(r, 𝜅)− 1

𝑟

)︂
(6)

обеспечивает корректный учет взаимодействия частиц
со своими же изображениями, а парный потенциал

𝜓(r, 𝜅) =
∑︁
n

𝜑(r+ n𝐿, 𝜅)− 𝜑(k→ 0, 𝜅)

𝑉
(7)

определен как сумма потенциала Юкавы по всем изоб-
ражениям с учетом взаимодействия с фоном. Фурье-
компонента потенциала Юкавы равна

𝜑(k, 𝜅) =
4𝜋

𝑘2 + 𝜅2
. (8)

В пределе слабого экранирования 𝜅 → 0 (или, эк-
вивалентно, 𝜉 → 0) парный потенциал переходит в ку-
лоновский:

𝜑(r, 𝜅) → 1

𝑟
, 𝜅→ 0, (9)

а Фурье-компонента принимает вид 4𝜋/𝑘2. Тогда перио-
дический потенциал (7) и энергия (5) после применения
к ним процедуры суммирования Эвальда могут быть ис-
пользованы для описания классической ОКП [15]. Отме-
тим, что ряд в выражении (7) при 𝜅 > 0 сходится абсо-
лютно для всех значений r ̸= n𝐿 и сходится равномерно
на любом компактном множестве, не содержащем точек
n𝐿. Тем самым исчезает проблема условной сходимости,
характерная для обычных кулоновских сумм.

Применим к потенциалу (7) процедуру суммирова-
ния Эвальда, аналогично работе [7]. Для этого можно
добавить и вычесть вспомогательное гауссово экраниро-
вание зарядов, после чего исходная решетчатая сумма
преобразуется в сумму двух быстро сходящихся рядов:
по векторам прямой решетки 𝜓1(r, 𝜅) и по векторам об-
ратной решетки 𝜓2(r, 𝜅):

𝜓(r, 𝜅) = 𝜓1(r, 𝜅) + 𝜓2(r, 𝜅). (10)

Перейдем к безразмерным переменным:

x =
r

𝐿
, 𝜉 = 𝜅𝐿. (11)

Явные выражения имеют вид [7]:

𝐿𝜓1(x) =
𝜂(𝑥)

𝑥
exp(−𝜉𝑥)−

− 4𝜋

𝜉2

[︃
1− exp(−𝜉2/4𝜋)

1 + erf(𝜉/2
√
𝜋)

(︂
1 +

𝜉

𝜋

)︂]︃

+
∑︁
n̸=0

𝜂(|x− n|)
|x− n|

exp
(︀
−𝜉|x− n|

)︀
, (12)

𝐿𝜓2(x) =
2𝐴√
𝜋

∑︁
n̸=0

cos(2𝜋n · x)×

×
[︂
𝜋
√
𝜋 exp(−𝜋𝑛2)
𝜉2 + 4𝜋2𝑛2

+
𝜉

𝜉2 + 4𝜋2𝑛2
𝐹 (

√
𝜋𝑛)

𝑛

]︂
,

(13)
где erf(𝑥) — функция ошибок. Здесь 𝑛 = |n|, а функции
и коэффициенты определены как

𝐵 = 𝐵(𝜉) =
1

1 + erf(𝜉/2
√
𝜋)
, (14)

𝐴 = 𝐴(𝜉) = 2𝐵 exp(−𝜉2/4𝜋), (15)

𝜂(𝑥) = 𝐵 erfc

(︂√
𝜋𝑥− 𝜉

2
√
𝜋

)︂
, (16)

где erfc(𝑥)— дополнительная функция ошибок, а 𝐹 (𝑥)—
функция Доусона:

𝐹 (𝑥) = 𝑒−𝑥2

𝑥∫︁
0

𝑒𝑡
2

𝑑𝑡. (17)

Переходя к пределу 𝜉 → 0, получаем восстановле-
ние стандартного потенциала Эвальда ОКП [8]:

𝜓1(x) + 𝜓2(x) −−−→
𝜉→0

𝑣(r), (18)

где 𝑣(r) — потенциал Эвальда, включающий взаимодей-
ствие с фоном [8]. Соответственно, потенциальная энер-
гия ОКП записывается следующим образом:

𝑈E
OCP(R) = 𝑈0,OCP +

(𝑍𝑒)2

2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑣(r𝑖𝑗), (19)

где

𝑈0,OCP =
(𝑍𝑒)2𝑁

2
lim
𝑟→0

(︂
𝑣(r)− 1

𝑟

)︂
, (20)

𝑣(r) =
1

𝐿

∑︁
n

erfc(
√
𝜋 |r/𝐿+ n|)

|r/𝐿+ n|
+

+
1

𝐿

∑︁
n̸=0

exp
(︁
−𝜋2𝑛2/

√
𝜋
2
)︁

𝜋𝑛2
cos(2𝜋n · r/𝐿)−

1

𝐿
. (21)

Таким образом, выражения для 𝜓1 и 𝜓2 задают кор-
ректный потенциал Эвальда дляЮОКП при произволь-
ном экранировании и непрерывно переходят к извест-
ным формулам ОКП при 𝜉 → 0.

3. УСРЕДНЕНИЕ ПО УГЛАМ

ПОТЕНЦИАЛА ЭВАЛЬДА

Процедура усреднения потенциала Эвальда в слу-
чае кулоновской ОКП была произведена в работе [4].
Кратко напомним ее основные выводы. Усредненный
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по углам потенциал Эвальда (УУПЭ) определяется сле-
дующим преобразованием:

𝑣a(𝑟) =
1

4𝜋

1∫︁
−1

𝑑(cos 𝜃)

2𝜋∫︁
0

𝑣(r)𝑑𝜁, (22)

где 𝜃 — азимутальный угол, а 𝜁 — полярный, с помо-
щью которого мы получаем сферически-симметричную
функцию:

𝐿𝑣a(𝑥) =
erfc(

√
𝜋𝑥)

𝑥
− 1 +

1

2𝜋𝑥
×

×
∑︁
n̸=0

1

𝑛

[︃
𝑔(|𝑛− 𝑥|)− 𝑔(|𝑛+ 𝑥|) + 𝑒−𝜋𝑛2

𝜋𝑛2
sin(2𝜋𝑛𝑥)

]︃
,

(23)

где используется обозначение:

𝑔(𝑛) = 𝑒−𝜋𝑛2

− 𝜋𝑛erfc(
√
𝜋𝑛). (24)

После разложения УУПЭ (23) в ряд Тейлора при
𝑥 = 0 оказывается, что почти все коэффициенты разло-
жения равны нулю, и УУПЭ принимает простую форму:

𝑣a(𝑟) =
1

𝑟
+

2𝑈0,OCP

𝑁(𝑍𝑒)2
+

2𝜋𝑟2

3𝑉
. (25)

Далее этот потенциал может быть сдвинут для равен-
ства нулю в точке минимума 𝑟𝑚, а потенциальная энер-
гия ОКП принимает следующий вид [4]:

𝛽𝑈a(R) = −3Γ

20
𝑁2/3(𝑁 +5)+

Γ

2

𝑁∑︁
𝑖=1

∑︁
𝑗∈𝒮(r𝑖)

𝑖 ̸=𝑗

𝑟𝑎𝜙(𝑟𝑖𝑗), (26)

где суммирование производится по шару объема
4𝜋𝑟3𝑚/3 = 𝐿3 с центром в положении 𝑖-ой частицы. При
этом сдвинутый УУПЭ имеет следующий вид:

𝜙(𝑟) =
1

𝑟

{︃
1 +

1

2

(︂
𝑟

𝑟𝑚

)︂[︃(︂
𝑟

𝑟𝑚

)︂2

− 3

]︃}︃
, 𝑟 < 𝑟𝑚. (27)

Таким образом, ключевая идея вывода УУПЭ
в случае ОКП состоит в обнулении старших коэффи-
циентов разложения УУПЭ. Рассмотрим далее анало-
гичную процедуру для УУПЭ в случае взаимодействия
с юкавовским потенциалом.

4. ЗАМКНУТАЯ АНАЛИТИЧЕСКАЯ

ФОРМА УУПЭ ДЛЯ ЮОКП

Для получения усредненного по углам потенциа-
ла Эвальда в юкавовской однокомпонентной плазме вы-
полним усреднение парного потенциала 𝜓(x𝑖𝑗) по всем
углам:

𝜓𝑎(𝑟) =
1

4𝜋

1∫︁
−1

𝑑(cos 𝜃)

2𝜋∫︁
0

𝜓(r) 𝑑𝜁. (28)

Эта процедура была проделана в работе [11] и было по-
лучено следующее выражение для УУПЭ ЮОКП:

𝐿𝜓𝑎(𝑥) =
𝜂(𝑥)

𝑥
exp(−𝜉𝑥)−

− 4𝜋

𝜉2

[︂
1− exp(−𝜉2/4𝜋)

1 + erf(𝜉/2
√
𝜋)

(︂
1 +

𝜉

𝜋

)︂]︂
+

+
∑︁
n̸=0

(︃
𝐵
𝑓(|𝑛− 𝑥|)− 𝑓(|𝑛+ 𝑥|)

2𝑛𝑥𝜉
+

2𝐴√
𝜋

sin(2𝜋𝑛𝑥)

2𝜋𝑛𝑥
×

×

[︃
𝑒−𝜋𝑛2

𝜋
√
𝜋

𝜉2 + 4𝜋2𝑛2
+

𝜉

𝜉2 + 4𝜋2𝑛2
1

𝑛
𝐹 (

√
𝜋𝑛)

]︃)︃
. (29)

Важно отметить, что предельный переход 𝜉 → 0
приводит к восстановлению усредненного по углам по-
тенциала Эвальда для кулоновской ОКП в виде (23).
Однако дальнейшее разложение выражения (23) в ряд
при 𝑥 = 0 приводит к чрезмерно сложным выражени-
ям для коэффициентов разложения Тейлора, поэтому не
удается получить аналогичную краткую аналитическую
форму записи УУПЭ ЮОКП, как в случае ОКП (25).

Оказывается, что в случае ЮОКП получить
УУПЭ можно намного проще, не производя процедуру
Эвальда. Это было проиллюстрировано в работе 1983
года Angelie и Gilles [14], где описывается намного более
простой и элегантный способ вывода УУПЭ (25) в слу-
чае ОКП. При этом данная работа ссылается на неопуб-
ликованный отчет Paris 1969 года [13], в котором, види-
мо, впервые была произведена подобная процедура вы-
вода УУПЭ. Далее мы приведем эту процедуру.

Применим процедуру усреднения потенциала по уг-
лам сразу к (7), отделив не требующий усреднения
вклад при n = 0:

𝜓a(𝑟, 𝜅) = 𝜑(𝑟, 𝜅) +

+
∑︁
n̸=0

1∫︁
−1

𝑑(cos 𝜃)

4𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜁𝜑(r+ n𝐿, 𝜅)− 4𝜋

𝑉 𝜅2
. (30)

Теперь вычислим среднее каждой компоненты ряда:

1

4𝜋

1∫︁
−1

𝑑(cos 𝜃)

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜁𝜑(r+ n𝐿, 𝜅) =

=
1

2

1∫︁
−1

𝑑(cos 𝜃)
exp(−𝜅

√
𝑟2 + 𝐿2𝑛2 + 2𝑟𝑛𝐿 cos 𝜃)√

𝑟2 + 𝐿2𝑛2 + 2𝑟𝑛𝐿 cos 𝜃
=

=
sinh(𝜅𝑟)

𝜅𝑟
𝜑(n𝐿, 𝜅). (31)

При взятии интеграла было учтено, что 𝑟 < 𝑛𝐿. Таким
образом, получаем следующее выражение для усреднен-
ного по углам потенциала:

𝜓a(𝑟, 𝜅) = 𝜑(𝑟, 𝜅) +
sinh(𝜅𝑟)

𝜅𝑟

∑︁
n ̸=0

𝜑(n𝐿, 𝜅)− 𝜑(0, 𝜅)

𝑉
, (32)

где

𝜑(0, 𝜅) =
4𝜋

𝜅2
. (33)

Рассматривая выражение (6) для постоянного слагаемо-
го в энергии, можно выразить ряд по всем целочислен-
ным векторам:

𝑈OCP,0(𝜅) =
(𝑍𝑒)2𝑁

2

⎡⎣∑︁
n ̸=0

𝜑(n𝐿, 𝜅)− 4𝜋

𝑉 𝜅2

⎤⎦ , (34)

откуда ∑︁
n̸=0

𝜑(n𝐿, 𝜅) =
2𝑈OCP,0(𝜅)

(𝑍𝑒)2𝑁
+

4𝜋

𝑉 𝜅2
. (35)

6
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Подставив (34) в (32), получаем УУПЭ в случае
ЮОКП:

𝜓a(𝑟, 𝜅) =
𝑒−𝜅𝑟

𝑟
+

+
2𝑈OCP,0(𝜅)

(𝑍𝑒)2𝑁

sinh(𝜅𝑟)

𝜅𝑟
+

4𝜋

𝑉 𝜅2

[︂
sinh(𝜅𝑟)

𝜅𝑟
− 1

]︂
, (36)

которая может быть использована далее в расчетах на-
прямую. Отметим, что, как и в случае кулоновской си-
стемы (см. детали в [3, 4], УУПЭ ЮОКП должен быть
усечен в точке минимума, положение которой в зави-
симости от параметра 𝜉 исследовалось в предыдущей
работе [11].

Сложная функциональная зависимость 𝜓a(𝑟, 𝜅)
в (36) показывает, что путь вывода, который можно про-
делать с кулоновским потенциалом, обречен на провал
в случае потенциала Юкавы, так как пришлось бы уга-
дать из коэффициентов разложения функциональную
форму в виде (36). Вычисляя теперь предел при 𝜅→ 0,
получаем формулу (25) для ОКП:

𝜓a(𝑟, 𝜅→ 0) =
1

𝑟
+

2𝑈OCP,0(0)

(𝑍𝑒)2𝑁
+

2𝜋𝑟2

3𝑉
= 𝑣a(𝑟). (37)

Как видно, такой способ вывода УУПЭ для ОКП не
только намного проще в сравнении с использованным
в [4], но и приводит к выражению для УУПЭ в случае
потенциала Юкавы.

Отметим, что формула (36) была приведена в ра-
боте [16], посвященной исследованию распределения
электрических микрополей в электрон-ионной плазме.
Тем не менее, в данной работе рассматривается одно-
компонентная система с юквавовским потенциалом вза-
имодействия. Далее мы иллюстрируем, что УУПЭ (29),
полученный с помощью прямого усреднения потенциа-
ла Эвальда, совпадает с формулой (36), полученной без
использования суммирования по Эвальду.

Для подтверждения справедливости формулы (36),
мы построим графики УУПЭ для ЮОКП с различны-
ми параметрами экранирования с помощью этого вы-
ражения и его представления после применения про-
цедуры Эвальда (29). Результаты расчетов представ-
лены на рисунке 1. Оказалось, что при любых значе-
ниях параметра экранирования при 𝑟 < 𝐿 эти функ-
ции совпали с численной точностью. При этом снова
отметим, что физический смысл эти функции имеют
в области 0 < 𝑟 ≤ 𝑟min, где 𝑟min — точка минимума
УУПЭ ЮОКП [11]. Таким образом, мы подтверждаем,
что в действительности удалось просуммировать ряды в
формуле (29), результатом чего является формула (36).

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе получено явное аналитическое выражение
для усредненного по углам потенциала Эвальда юка-
вовской однокомпонентной плазмы. Показано, что пря-
мое усреднение по углам потенциала Юкавы приводит
к компактной форме, существенно упрощающей исполь-
зование по сравнению с исходным представлением в ви-
де сумм Эвальда.

Проведено сопоставление полученной формулы
с ранее известным выражением, основанным на усредне-
нии сумм Эвальда по направлениям. Установлено пол-
ное совпадение обоих подходов после аналитического
приведения, что подтверждается также численной про-
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Рисунок 1. Сравнение усредненного по углам потенциала
Эвальда, вычисленного путем прямого численного суммиро-
вания рядов (29) (сплошные линии), с аналитическим вы-
ражением (36) (пунктир). Кривые приведены для различ-
ных параметров экранирования 𝜉. Видно, что аналитическая
формула полностью воспроизводит численное суммирование
во всем диапазоне 𝑟/𝐿, а расхождение отсутствует при лю-
бых значениях 𝜉, что подтверждает корректность вывода по-
лученного выражения.

веркой в широком диапазоне значений параметра экра-
нирования 𝜉.

Исследован кулоновский предел, а именно пока-
зано, что при 𝜉 → 0 усредненный потенциал Эваль-
да ЮОКП непрерывно переходит в усредненный по-
тенциал Эвальда кулоновской однокомпонентной плаз-
мы. Произведенный вывод УУПЭ для ЮОКП позволя-
ет применять данное выражение в расчетах термодина-
мических и структурных характеристик экранирован-
ных плазменных систем.
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