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Аннотация. С использованием гидродинамической модели плазмы и метода псевдопотенциала
Сагдеева получены приближенные аналитические выражения для описания динамики отдельных
ионов при их взаимодействии с ионно-звуковым солитоном. Выполнено сравнение с известными
теоретическими результатами, проведено краткое обобщение результатов на случай акустических
солитонов различного типа.

1. ВВЕДЕНИЕ

Консервативным (классическим или динамиче-
ским) солитоном называют нелинейную уединенную
волну, распространяющуюся в пространстве с постоян-
ными амплитудой, скоростью и формой, устойчивость
которой является следствием баланса нелинейных эф-
фектов и дисперсии среды. Явление было впервые опи-
сано Скоттом Расселлом, который наблюдал солитон на
поверхности водного канала в Глазго в 1834 г. [1, 2].

Математическое описание солитонов появилось
позже благодаря работам Дж. Буссинеска (1871 г.) [3]
и лорда Рэлея (1876 г.) [4]. Наиболее известной теорети-
ческой работой в этой области является статья 1895 г.,
опубликованная Д. Кортевегом и Г. де Вризом, в кото-
рой строго доказана возможность стационарного суще-
ствования уединенных волн [5]. Полученное ими урав-
нение (известное как уравнение Кортевега–де Вриза,
или КдВ) до настоящего времени является классиче-
ским примером интегрируемой системы, допускающей
солитонные решения. Было установлено, что солитоны
являются уникальными примерами нелинейных волн.
В частности, как следует из уравнения КдВ, солитонные
решения 𝑢(𝑥) = 𝐴sech2𝑥 остаются нелинейными при лю-
бых сколь угодно малых амплитудах, не вырождаясь
в линейный волновой пакет при уменьшении ампли-
туды.

Дальнейшие исследования выявили универсаль-
ность феномена уединенных волн [6–13] в различ-
ных физических системах. Анализу свойств уединен-
ных волн посвящено огромное количество статей, тем
не менее физика нелинейных волн и солитонов в на-
стоящее время далека от завершения. В недавних рабо-
тах было установлено, что солитоны КдВ-типа перено-
сят частицы вещества в средах, а также что эта способ-
ность является фундаментальным их свойством [14–19].
В частности, было показано, что дистанция перено-
са очень медленно убывает с уменьшением амплитуды
солитона. Для солитонов малой амплитуды перенос ста-
новится наиболее заметным, экспериментально наблю-
даемым эффектом. В опубликованных теоретических
работах траектории частиц, возмущенных солитонами,
рассчитывались лишь численно, что ограничивает общ-
ность результатов. В этой работе такая задача решена
аналитически для ионно-звуковых солитонов.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим модель двухкомпонентной бесстолкно-
вительной плазмы, которая содержит горячий элек-
тронный фон и холодные однозарядные ионы. В таких
условиях тепловая скорость электронов значительно
превосходит ионно-звуковую, поэтому ионно-звуковые
возмущения можно считать стационарными для элек-
тронов. Это позволяет считать электронную популяцию
равновесной с достаточно высокой точностью, а распре-
деление концентраций — больцмановским.

Воспользуемся одномерной бесстолкновительной
гидродинамической моделью [15], содержащей норми-
рованные уравнения движения и непрерывности для
ионов, закон распределения Больцмана, а также урав-
нение Пуассона:

𝜕𝑛𝑖

𝜕𝑡
+

𝜕𝑛𝑖𝜐𝑖
𝜕𝑥

= 0, (1)

𝜕𝜐𝑖
𝜕𝑡

+ 𝜐𝑖
𝜕𝜐𝑖
𝜕𝑥

= −𝜕Φ

𝜕𝑥
, (2)

𝑛𝑒 = exp (Φ), (3)
𝜕2Φ

𝜕𝑥2
= 𝑛𝑒 − 𝑛𝑖, (4)

где 𝑛𝑒, 𝑛𝑖 — электронная и ионная концентрации, нор-
мированные на невозмущенную концентрацию 𝑛0;
𝜐𝑖 — ионная скорость, нормированная на ионно-звуко-
вую скорость 𝐶𝑠 = (𝑇𝑒/𝑚𝑖)

1/2;
𝑇𝑒 — электронная температура;
𝑚𝑖 — масса иона;
Φ — нормированный электростатический потенциал
волны, Φ = 𝑒𝜑/𝑇𝑒 (𝑒 — элементарный заряд).

Временная координата нормирована на 𝜔−1
𝑖 , где

𝜔𝑖 =
√︀

4𝜋𝑛0𝑒2/𝑚𝑖 — ионная плазменная частота. Про-
странственная координата 𝑥 нормирована на дебаевский
радиус 𝜆𝐷 =

√︀
𝑇𝑒/(4𝜋𝑒2𝑛0). Ограничимся рассмотрени-

ем стационарного решения, рассматривая волны, про-
шедшие все стадии эволюции и движущиеся с постоян-
ной амплитудой, формой и скоростью 𝑉 , которая после
нормировки выражается числом Маха 𝑀 = 𝑉/𝐶𝑠.

С помощью замены переменной 𝜉 = 𝑥 − 𝑀𝑡
перейдем в движущуюся вместе с волной систему
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координат. Тогда нормированная концентрация ионов
имеет вид [15]

𝑛𝑖(Φ) =

(︂
1− 2Φ

𝑀2

)︂− 1
2

.

Теперь систему уравнений (1)–(4) можно преобра-
зовать к нормированному уравнению Пуассона:

𝑑2Φ

𝑑𝜉2
= exp (Φ)−

(︂
1− 2Φ

𝑀2

)︂− 1
2

. (5)

Однократное интегрирование уравнения (5) с уче-
том граничного условия 𝑑Φ/𝑑𝜉 = 0 при Φ = 0 позволяет
получить зависимость 𝑈(Φ), которая известна как псев-
допотенциал Сагдеева [6]:

𝑈(Φ) = −1

2

(︂
𝑑Φ

𝑑𝜉

)︂2

,

или

𝑈(Φ) = 1− exp (Φ)−𝑀2

[︃(︂
1− 2Φ

𝑀2

)︂ 1
2

− 1

]︃
. (6)

Профиль солитона Φ(𝜉) является решением уравне-
ния (6). Его можно найти либо путем численного инте-
грирования, либо аналитически для случая малых ам-
плитуд, когда справедливо разложение:

𝑈(Φ) = 𝐴2Φ
2 +𝐴3Φ

3 + 𝑜(Φ3),

где 𝐴2 = 1
2𝑀2 − 1

2 ; 𝐴3 = 1
2𝑀4 − 1

6 . Аналитическое выраже-
ние, описывающее профиль ионно-звукового солитона,
имеет классический вид [15]:

Φ(𝜉) = Φ⋆
0 sech2

(︂
𝜉

𝐷

)︂
, (7)

где Φ⋆
0 = −𝐴2/𝐴3 — амплитуда солитона;

𝐷 = (−𝐴2/2)
−1/2 — ширина солитона.

Аналитическое выражение (7) является прибли-
женным и справедливо для описания солитонов с ма-
лыми амплитудами Φ⋆

0 < 0.2 (см. [15]). Для перехода
в лабораторную систему координат достаточно выпол-
нить подстановку 𝜉 = 𝑥 − 𝑀𝑡, тогда соответствующий
профиль можно записать в виде:

Φ(𝑥, 𝑡) = Φ⋆
0 sech2

(︂
𝑥−𝑀𝑡

𝐷

)︂
. (8)

3. РАСЧЕТ ТРАЕКТОРИЙ ИОНОВ
Как было показано в работе [15] (см. также ссыл-

ки внутри), для солитонов малых амплитуд в рамках
рассматриваемой модели в лабораторной системе коор-
динат профиль скорости 𝜐𝑖(𝑥, 𝑡) асимптотически совпа-
дает с профилем потенциала Φ(𝑥, 𝑡). В таком случае
траекторию иона можно найти, воспользовавшись пе-
реходом от эйлерова к лагранжеву описанию движения

по формуле [20]:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝜐𝑖(𝑥, 𝑡) = Φ⋆

0 sech2

(︂
𝑥−𝑀𝑡

𝐷

)︂
. (9)

Уравнение (9) является обыкновенным нелинейным
дифференциальным уравнением. Общего аналитическо-
го решения у этого уравнения нет, однако если учесть,
что солитоны малых амплитуд имеют большую шири-
ну, составляющую десятки или даже сотни дебаевских
радиусов, в то время как дистанция ионного переноса
не превышает одного, можно получить достаточно до-
стоверную аналитическую зависимость. Достаточно за-
фиксировать 𝑥 = 0 в правой части (9). В таком виде
уравнение становится линейным и легко интегрируется:

𝑥(𝑡) =
𝐷Φ⋆

0

𝑀
tanh

(︂
𝑀𝑡

𝐷

)︂
. (10)

Графики полученных с помощью (10) траекто-
рий показаны на рисунке 1. Для сравнения приведе-
ны траектории, полученные путем численного интегри-
рования, согласно [15], которые можно считать этало-
ном точности. Очевидно, что формы траекторий, полу-
ченных разными методами, асимптотически совпадают,
а дистанция переноса хорошо согласуется с численным
результатом для солитонов малой амплитуды. С рос-
том амплитуды солитона аналитические и численные
результаты начинают расходиться. Как показано в ра-
боте [15], выбранный аналитический метод можно ис-
пользовать при 𝑀< 1.05.

Полученные траектории описывают все ионы плаз-
мы, взаимодействующие с солитоном. Отличия заклю-
чаются лишь в начальном положении иона и времени
взаимодействия с уединенной волной. Результаты также
легко обобщаются на случаи электронно-акустических и
пыле-акустических солитонов, которые можно описать
в рамках гидродинамических моделей с помощью мето-
да псевдопотенциала Сагдеева [15, 21].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведен анализ гидродинамической модели плаз-
мы, описывающей ионно-звуковые солитоны в двухком-
понентной плазме с горячими электронами и холодны-
ми ионами. Задача поиска профиля солитона решена
методом псевдопотенциала Сагдеева. Для случая ма-
лых амплитуд удалось получить явную аналитическую
формулу, описывающую траектории ионов при их вза-
имодействии с солитоном. Полученные результаты мо-
гут найти практическое применение при анализе пе-
реноса вещества и легко обобщаются на электронно-
акустические и пыле-акустические плазменные моды.
Кроме того, представленный подход может быть уточ-
нен при использовании более точного описания солитон-
ного профиля.
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Исследование выполнено в рамках научной про-
граммы Национального центра физики и математи-
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Рисунок 1. Траектории пробного иона в поле солитона при разных значениях параметра 𝑀 : формула (10) — пунктирная,
штриховая и штрихпунктирная кривые; численные решения [15] — тонкие кривые.
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Аннотация. В работе проведено экспериментальное исследование зависимости параметров об-
лака захваченных в магнитооптическую ловушку нейтральных атомов кальция-40 от величины
градиента магнитного поля в ее центре. Оценки производились по поперечному распределению
плотности, полученному методом визуализации резонансного поглощения. Получены зависимости
пиковой плотности, числа частиц и диаметра облака от отстройки частоты охлаждающего лазера
при различных значениях градиента магнитного поля. Подтверждено предположение, что пико-
вая плотность и число частиц зависят от величины градиента магнитного поля, выходя на свои
максимумы при оптимальных значениях градиента. Также показано отсутствие ощутимой зависи-
мости оптимальной отстройки охлаждающего лазера от градиента магнитного поля. Результаты
работы полезны для оптимизации параметров плазмы, получаемой фотоионизацией облака ней-
тральных атомов.

1. ВВЕДЕНИЕ

Ультрахолодная неидеальная плазма (УХП) пред-
ставляет большой интерес в качестве физического си-
мулятора для изучения различных явлений, связанных
с горячей плазмой высокой плотности энергии [1]. В чис-
ле таких явлений присутствуют детонационные эффек-
ты, воздействие на вещество интенсивного лазерного из-
лучения, магнитогазодинамические эффекты, приэлек-
тродные и контактные явления [2] и пр. Особенный
интерес представляют исследования распространения
в неидеальной плазме неустойчивостей [3], поскольку
они определяют пределы устойчивого удержания высо-
котемпературной плазмы в токамаках [4].

Основным способом получения УХП является им-
пульсная фотоионизация облака нейтральных частиц,
предварительно захваченных в магнитооптическую ло-
вушку. Параметры такой плазмы, очевидно, зависят от
параметров облака нейтральных частиц, существовав-
шего до ионизации. Основными параметрами неидеаль-
ной плазмы являются параметр экранирования κ и ко-
эффициент неидеальности Γ. Оба они зависят от плот-
ности плазмы, а следовательно и от плотности облака
нейтральных атомов до ионизации. В связи с этим боль-
шой интерес представляет разработка методов, позволя-
ющих максимизировать плотность получаемой УХП.

Магнитооптическая ловушка (МОЛ) — это инстру-
мент для охлаждения и захвата частиц. Принцип дей-
ствия МОЛ заключается в создании сил, удерживаю-
щих частицы в небольшой области пространства. Это
достигается за счет резонансного светового давления
шести встречных лазерных пучков, которые выполня-
ют функцию трехмерной “оптической патоки”; и квад-
рупольного магнитного поля в конфигурации анти-
Гельмгольца, которое за счет эффекта Зеемана делает

Рисунок 1. Зеемановский сдвиг магнитных подуровней
в градиентном магнитном поле [5]. Здесь 𝜔Laser — частота
лазера, используемого для охлаждения частиц в МОЛ. Ось
Oy направлена вертикально, по оси симметрии поля (см. ри-
сунок 3). Для горизонтальных осей аналогичная картина от-
личается только наклоном линий, который зависит от гра-
диента магнитного поля вдоль соответствующей оси.

положение атома в центре ловушки положением устой-
чивого механического равновесия. Такой способ позво-
ляет захватывать электрически нейтральные частицы,
что было бы невозможно при использовании ловушек
Пеннинга и Паули.
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Магнитное поле играет критическую роль в функ-
ционировании МОЛ. Антигельмгольцевская конфигу-
рация поля приводит к тому, что в центре МОЛ маг-
нитное поле отсутствует; а в малой окрестности центра
линейно зависит от расстояния до центра. Это позволя-
ет ввести линейный коэффициент 𝑏, который в литера-
туре обычно называют градиентом магнитного поля:

𝐵⃗ = 𝑏𝑦𝑒𝑦. (1)

Так как зеемановский сдвиг подуровней зависит от маг-
нитного поля линейно, то в этой окрестности центра
МОЛ подуровни захваченных частиц сдвигаются в ли-
нейной зависимости от расстояния до центра МОЛ (ри-
сунок 1). Это приводит к возникновению возвращаю-
щей силы, зависящей от расстояния до центра, которая
и стабилизирует положение частиц в центре МОЛ [6, 7].

Предварительный расчет [8] показал, что увеличе-
ние градиента магнитного поля в центре МОЛ приводит
к усилению захвата ловушкой плазмы за счет удержа-
ния части быстрых электронов квадрупольным магнит-
ным полем. Также для УХП стронция, полученной им-
пульсной фотоионизацией, существует эксперименталь-
ное подтверждение этого эффекта [9].

В связи с этим возникает интерес к изучению пове-
дения облака нейтральных частиц при различных зна-
чениях градиента магнитного поля. По рисунку 1 можно
увидеть, что при фиксированной частоте лазера увели-
чение градиента магнитного поля приводит к сужению
области захвата вокруг центра МОЛ. Таким образом
существует значение градиента магнитного поля, при
котором облако не собирается из-за слишком сильного
сужения области захвата. Также возникает предположе-
ние, что изменение отстройки лазеров, формирующих
МОЛ, может нивелировать этот эффект.

2. УСТАНОВКА
Щелочноземельные металлы представляют боль-

шой интерес для научного сообщества из-за своего атом-
ного строения. Два электрона на внешней оболочке при-
водят к тому, что в основном состоянии полный магнит-
ный момент 𝐹 атома равен нулю. Это открывает воз-
можности для спектроскопии, свободной от сверхтонкой
структуры, что позволяет точнее исследовать процессы
холодных столкновений [10]. Узкие интеркомбинацион-
ные переходы щелочноземельных металлов приводят к
появлению долгоживущих метастабильных состояний,
что находит применение в сверхточных оптических ча-
сах [11, 12]. Прочие уникальные атомные свойства ще-
лочноземельных металлов скрывают огромный потен-
циал для использования в квантовых симуляторах [13]
и моделирования фундаментальных физических про-
цессов [14].

В качестве рабочего вещества в данном экспери-
менте используется 40Ca. Этот изотоп является стабиль-
ным и составляет 97% природной смеси. Спин ядра ато-
ма 40Ca равен нулю, и, как следствие, основное состо-
яние [𝐴𝑟]4𝑠2 (1𝑆0) не имеет тонкой структуры. В ка-
честве источника атомного пучка используется сталь-
ная печка, внутри которой кусок природного металли-
ческого кальция разогревается до температуры порядка
500 ∘C, существенно ниже температуры его плавления
(838.85 ∘C [15]).

Рисунок 2. Схема энергетических уровней 40Ca. Черными
стрелками показаны каналы распада соответствующих со-
стояний. Охлаждающий лазер (423 нм) и лазер оптической
накачки (672 нм) отображены синей и красной стрелкой со-
ответственно.

Испаряясь с поверхности металлического куска,
атомы кальция попадают в канал зеемановского замед-
лителя, обмотки которого подобраны специально при
помощи моделирования методом Монте-Карло. В каче-
стве охлаждающего луча используется лазер с длиной
волны 423 нм, частота которого стабилизируется на ча-
стоте перехода 1𝑆0−1𝑃1 (см. рисунок 2), которая состав-
ляет 709.07837301(35) ТГц [16].

Существует вероятность того, что состояние 1𝑃1

распадется в 1𝐷2, а из него — в состояния 3𝑃1 и 3𝑃2.
Последнее является метастабильным, с временем жизни
в 118 минут [17]. Из-за этого значительная часть атомов
выводится из цикла охлаждения, что приводит к замет-
ному уменьшению плотности облака. Чтобы предотвра-
тить этот процесс, используется лазерный луч оптиче-
ской накачки с длиной волны 672 нм, частота которо-
го стабилизируется на частоте перехода 1𝐷2 −1𝑃1, ко-
торая составляет 446.150837(13) ТГц [18]. Существуют
также и другие варианты [18] реализации оптической
накачки для кальция, которые в данном эксперименте
не используются. Время жизни состояния 1𝑃1 составля-
ет 4.59 нс [19], чему соответствует естественная ширина
Γ/2𝜋 = 34.7 МГц. Интенсивность насыщения охлажда-
ющего перехода составляет 𝐼sat = 60 мВт/см2.

3. МЕТОД
В качестве метода исследования плотности облака

выбрана визуализация резонансного поглощения. Он ре-
ализуем только при достаточно большой плотности об-
лака в МОЛ, но имеет ряд преимуществ перед методом
визуализации резонансной флуоресценции. В числе та-
ковых гораздо большее пространственное разрешение и
отсутствие необходимости калибровки сигнала по плот-
ности и числу атомов (однако, калибровка по простран-
ственным размерам необходима).

Суть метода заключается в том, что через обла-
ко атомов пропускается зондирующий лазерный пу-
чок, частота которого настроена в резонанс с атомным
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Рисунок 3. Принципиальная схема измерения методом ви-
зуализации резонансного поглощения. На атомы, захвачен-
ные в МОЛ, направляется зондирующий пучок интенсивно-
стью 𝐼0. После прохождения сквозь облако пучок с образо-
вавшейся из-за поглощения частицами МОЛ фотонов тенью
регистрируется на матрице ПЗС-камеры.

переходом (в данном эксперименте зондирующий пучок
поляризован линейно). Атомы облака поглощают фото-
ны в зависимости от их двумерной плотности 𝑛2 в дан-
ной точке поперечного сечения:

𝑛2(𝑥, 𝑦) =

∫︁ +∞

−∞
𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧, (2)

и на ПЗС-камеру попадает лазерный пучок с тенью, по
которой можно восстановить эту двумерную плотность.
Интенсивность света, зарегистрированная камерой, под-
чиняется закону Бугера–Ламберта–Бера:

𝐼(𝑥, 𝑦) = 𝐼0(𝑥, 𝑦) exp (−𝜎𝑛2(𝑥, 𝑦)), (3)

где 𝐼0 — интенсивность зондирующего пучка (до погло-
щения), а 𝜎 — сечение поглощения 40Ca на охлаждаю-
щем переходе.

Так как в данном эксперименте интенсивность зон-
дирующего пучка 𝐼0 много меньше интенсивности на-
сыщения перехода 𝐼sat, в качестве сечения 𝜎 использу-
ется резонансное сечение поглощения атомом одиночно-
го фотона с длиной волны 𝜆: 𝜎 = 3𝜆2/2𝜋. Для случаев
же, когда интенсивность пучков становится сравнима
с интенсивностью насыщения, вообще говоря, требуется
вводить поправку на нее.

Распределение плотности облака по пространству
является гауссовым [20]:

𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑛0 exp(−
𝑥2

2𝑤2
𝑥

) exp(− 𝑦2

2𝑤2
𝑦

) exp(− 𝑧2

2𝑤2
𝑧

). (4)

Таким образом трехмерная плотность 𝑛 оказывается
связана с двумерной 𝑛2 соотношением:

𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝑛2(𝑥, 𝑦)√
2𝜋𝑤𝑧

exp(− 𝑧2

2𝑤2
𝑧

). (5)

Учитывая аксиальную симметрию ловушки (вокруг оси
Oy) можно считать 𝑤𝑧 = 𝑤𝑥, тогда для пиковой плот-
ности имеем:

𝑛0 =
𝑛2(0, 0)√
2𝜋𝑤𝑥

. (6)

Число частиц вычисляется по определению:

𝑁 =

∫︁∫︁∫︁
R3

𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = (2𝜋)3/2𝑛0𝑤
2
𝑥𝑤𝑦. (7)

Таким образом по распределению двумерной плот-
ности вдоль поперечного сечения облака можно рассчи-
тать количественно как пиковую (трехмерную) плот-
ность облака, так и число частиц в нем. Чтобы получить
размеры облака в физических величинах, необходимо
откалибровать систему по какому-либо пространствен-
ному размеру. В данном эксперименте использовалась
калибровка, полученная сравнением значения диамет-
ра облака, полученного методом визуализации поглоще-
ния, с значением, полученным по фотографии резонанс-
ной флуоресценции того же облака на камеру, откалиб-
рованную по миллиметровой бумаге.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТА
Серии измерений проводились при фиксирован-

ном значении градиента магнитного поля от 35 до 115
Гс/см с шагом в 20 Гс/см. При каждом значении гра-
диента двигалась отстройка частоты (далее по тек-
сту — отстройка) охлаждающего лазера, и снимались
фотографии облака, соответствующие каждому значе-
нию отстройки. Отстройка зеемановского замедлителя
при этом оставалась постоянной. Обработка результа-
тов эксперимента проводилась по методу Стьюдента, по-
грешности на графиках представлены для доверитель-
ного интервала в одно стандартное отклонение.
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Рисунок 4. Зависимость пиковой плотности облака ней-
тральных атомов от отстройки охлаждающего лазера.
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Рисунок 5. Зависимость числа частиц в облаке нейтраль-
ных атомов от отстройки охлаждающего лазера.

На рисунках 4 и 5 изображены, соответственно, гра-
фики зависимости пиковой плотности и числа частиц
в облаке атомов от отстройки охлаждающего лазера.
По ним отчетливо видно, как пиковая плотность рас-
тет до выхода на максимум при некотором оптимальном
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значении отстройки, а затем монотонно убывает. При
этом число частиц с увеличением отстройки растет до
тех пор, пока облако остается видимым.
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Рисунок 6. Зависимость пиковой плотности облака ней-
тральных атомов от градиента магнитного поля в центре
МОЛ.
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Рисунок 7. Зависимость числа частиц в облаке нейтраль-
ных атомов от градиента магнитного поля в центре МОЛ.

Графики зависимости пиковой плотности и числа
частиц от градиента магнитного поля, изображенные
на рисунках 6 и 7 соответственно, получены выбором
максимального значения пиковой плотности при данном
значении градиента магнитного поля, и соответствую-
щего ему значения числа частиц (при той же отстройке)
по графикам, изображенным на рисунках 4 и 5. Полу-
ченные зависимости показывают, что при увеличении
градиента магнитного поля пиковая плотность и чис-
ло частиц при определенном значении градиента выхо-
дят на свои максимумы, а затем убывают. Оптимальные
значения градиента для пиковой плотности и числа ча-
стиц составили 75 и 55 Гс/см соответственно.

В качестве диаметра облака выбирается величина
𝐹𝑊𝐻𝑀𝑥 (ширина на уровне половины высоты), полу-
ченная фитированием плотности облака нормальным
распределением вдоль горизонтальной оси, проходящей
через его центр. Графики полученной зависимости диа-
метра облака от отстройки охлаждающего лазера изоб-
ражены на рисунке 8. По ним можно увидеть, что уве-
личение отстройки при фиксированном поле приводит
к уширению облака; а усиление градиента при фикси-
рованной отстройке приводит к его сужению. Это пове-
дение совпадает с ожиданиями.
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Рисунок 8. Зависимость диаметра облака нейтральных ато-
мов от отстройки охлаждающего лазера.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В результате измерений методом визуализации ре-

зонансного поглощения были получены зависимости пи-
ковой плотности, числа частиц и диаметра облака от
отстройки охлаждающего лазера при различных зна-
чениях градиента магнитного поля. Ранее выдвинутое
предположение о существовании зависимости пиковой
плотности и числа частиц от величины градиента маг-
нитного поля в центре МОЛ оказалось подтверждено.
Найдены оптимальные значения градиента магнитного
поля, при которых пиковая плотность и число частиц
выходят на свои максимальные значения. Исследована
зависимость этих величин от отстройки охлаждающего
лазера и найдена оптимальная отстройка для каждо-
го значения градиента. Оказалось, что эта оптимальная
отстройка от значений градиента существенно не зави-
сит. В дальнейшем планируется проведение эксперимен-
тов по непрерывной фотоионизации [21] облака атомов,
захваченного в МОЛ. Результаты данной работы позво-
лят оптимизировать параметры получаемой плазмы.
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Аннотация. В работе описано исследование спектров нелинейного селективного отражения
от внутренней поверхности окна ячейки с атомными парами рубидия высокой плотности, где
дипольное самоуширение рабочего перехода 5S1/2–5P3/2 доминировало над уширением из-за теп-
лового движения атомов. Эксперимент был проведен в схеме выжигания провалов в исследуе-
мых спектрах с применением пробного лазера и лазера накачки. При настройке частоты лазера
накачки в центр перехода и при небольшой отстройке зарегистрированы резонансы насыщения
в максимуме контура селективного отражения и в крыле контура. Наблюдение насыщенных резо-
нансов в спектральных контурах селективного отражения подтверждает неоднородный характер
самоуширения резонансных переходов в атомных парах высокой плотности.

1. ВВЕДЕНИЕ

В атомных газовых средах высокой плотности,
в которых диполь-дипольное самоуширение резонанс-
ных переходов доминирует по сравнению доплеровской
шириной, вкладом теплового движения атомов можно
пренебречь [1, 2]. Самоуширение Γ0 в невозмущенном
газе с атомной плотностью 𝑁 можно оценить по форму-
ле Γ0 = 𝐾𝑁 , где коэффициент 𝐾/2𝜋 ≈ 10−16 ГГц см−3.
В теоретической работе 1973 года [3] было показано,
что частотный сдвиг насыщенного резонансного пере-
хода в плотном газе двухуровневых атомов определяет-
ся нормированной разностью населенностей основного
и возбужденного состояний (нелинейный сдвиг Лорен-
ца). При этом в выражении для диэлектрической про-
ницаемости спектральная ширина перехода рассматри-
валась как постоянная величина. В публикации [4] сооб-
щаются результаты измерения самоуширения и сдвига
Лоренца резонансных переходов в атомных парах ка-
лия высокой плотности. Модифицированный теорети-
ческий подход к рассмотрению спектральных свойств
атомных газов высокой плотности предложен в рабо-
те [5]. В предложенной модели обсуждается возмож-
ность неоднородного уширения резонансных переходов
при статическом механизме диполь-дипольных взаимо-
действий между атомами. Для экспериментальной про-
верки однородного или неоднородного характера уши-
рения оптических спектров предлагается использовать
методы спектроскопии насыщения [6]. Цитируемая ста-
тья [5] мотивировала экспериментальное исследование
нелинейного селективного отражения от атомных паров
высокой плотности [7]. В эксперименте с парами руби-
дия использовались два перестраиваемых лазера: сла-
бый пробный и мощный насыщающий. Частота проб-
ного лазера сканировалась по спектру селективного от-
ражения на резонансном переходе 5S1/2–5P3/2. Частота
насыщающего лазера настраивалась в крыло атомного
перехода, где длина поглощения значительно превыша-
ла длину волны излучения. Нерезонансное оптическое
возбуждение приводило к некогерентной перекачке ато-
мов из основного состояния в возбужденное состояние
из-за пленения излучения и межатомной передачи воз-
буждения. Регистрировался спектральный контур отра-
жения пучка пробного излучения от поверхности разде-

ла между окном кюветы и парами рубидия. При некоге-
рентном оптическом насыщении атомного перехода ши-
рина спектрального контура отражения уменьшалась.
В результате сравнения экспериментальных и расчет-
ных спектров селективного отражения получено, что
дипольное самоуширение резонансного перехода линей-
но зависит от населенности основного состояния атомов.
Зависимость самоуширения от некогерентного насыще-
ния объяснена в [7] статическим механизмом диполь-
дипольных межатомных взаимодействий [5]. Последую-
щие работы [8, 9] подтвердили полученные эксперимен-
тальные результаты и их интерпретацию. Обзор резуль-
татов изучения нелинейного селективного отражения от
плотных атомных паров до 2011 года представлен в [10].

Последние результаты экспериментальных иссле-
дований резонансно насыщенного селективного отраже-
ния от паров рубидия высокой плотности с использова-
нием слабого пробного и мощного насыщающего лазе-
ров представлены в статьях [11–15]. В этих эксперимен-
тальных работах частота пробного излучения сканиро-
валась по резонансному переходу (𝐷2-линия), а частота
насыщающего излучения фиксировалась в центральной
части перехода. В статье [14] обсуждаются зарегистри-
рованные спектральные зависимости коэффициента от-
ражения для пробного лазерного пучка. Эксперимен-
ты были проведены с парами рубидия при различной
атомной плотности. Увеличение интенсивности насыща-
ющего излучения приводило к спектральному сужению
и уменьшению коэффициента отражения. При высоких
интенсивностях насыщающего излучения наблюдалось
сравнительно небольшое изменение коэффициента от-
ражения пробного излучения в окрестности частоты ла-
зера накачки.

В следующей работе [15] эксперименты проведе-
ны c максимально доступной величиной самоуширения
Γ0/2𝜋 = 40 ГГц при нагреве ячейки с парами руби-
дия до температуры 427 ∘C. Для повышения спектраль-
ного разрешения анализировались спектральные зави-
симости производной по частoте d𝑅/d𝜈 спектральных
зависимостей коэффициента отражения 𝑅. Нелиней-
ный спектральный отклик соответствовал однородному
уширению перехода. Высокое спектральное разрешение
позволило зарегистрировать расщепление спектра на
два симметричных резонанса при сильном насыщении
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Рисунок 1. Схема установки включает основные компо-
ненты: пробный лазер, лазер накачки, 𝜆-метр, газовую ячей-
ку с парами рубидия, включая термопару ТП, и вспомога-
тельные элементы: Д — светоделительная пластинка, З —
зеркало, ПДК — поляризационный светоделительный ку-
бик, Л — линза, ГТ — поляризатор Глана–Томсона, ФД —
фотодетектор, BD — поглотитель отраженного насыщающе-
го пучка.

оптическим полем накачки. Появление узкой симмет-
ричной структуры объяснено в рамках модели “одетых
атомных состояний”. Анализ спектров подтвердил одно-
родный характер самоуширения из-за влияния многоча-
стичных взаимодействий.

Согласно теоретической работе [5] в атомных газах
высокой плотности возможно неоднородное уширение
резонансных переходов. В нашей последней работе [16]
изучались нелинейные спектры нормализованного ко-
эффициента отражения и их производных по частоте
при различных атомных плотностях и различной интен-
сивности насыщающего излучения. С ростом плотности
обнаружен переход от неоднородного к однородному са-
моуширению переходов. В настоящей работе мы иссле-
довали неоднородное уширение при различных отстрой-
ках частоты насыщающего излучения для фиксирован-
ной концентрации.

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
И ОБСУЖДЕНИЕ

Спектроскопические эксперименты прово-
дились с парами рубидия высокой плотности
𝑁 = 1.7× 1017 см−3 на переходе 5S1/2–5P3/2. При такой
атомной плотности величина самоуширения Γ0/2𝜋
оценивается на уровне 19 ГГц [14]. В эксперименте
использовался пробный лазер и мощный лазер накачки.
Частота пробного лазера сканировалась по спектру се-
лективного отражения. Таким образом, использовалась
схема спектрального выжигания провалов: интенсив-
ный лазер накачки с фиксированной частотой насыщал
атомы, резонансные с его излучением, а сканируемый
слабый пробный лазер регистрировал вызванное насы-
щением локальное изменение спектрального контура
селективного отражения. Перестройка пробного лазера
калибровалась по спектру насыщенного поглощения
в дополнительной рубидиевой ячейке при комнатной
температуре. Схема установки приведена на рисунке 1.

Отстройка пробного лазера отсчитывалась от
частоты сверхтонкой компоненты перехода 85Rb:
5S1/2(𝐹 = 3)–5P3/2(𝐹

′ = 4). На рисунках 2 и 3 эта
частота обозначена как нулевая отстройка пробного
излучения Δpr/2𝜋. Пучки пробного излучения и насы-
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Рисунок 2. Спектральная зависимость нормализованно-
го коэффициента отражения 𝛿𝑅 в отсутствие насыщающего
излучения представлен сплошной кривой. Кривые 𝛿𝑅, полу-
ченные при интенсивности пучка насыщающего излучения
𝐼pump = 4.2 кВт см−2 при нулевой отстройке лазера накачки
Δpump/2𝜋 = 0 обозначены фиолетовыми штрихами, и при
отрицательной отстройке Δpump/2𝜋 = −2.2 ГГц — синими
точками.

щающего излучения направлялись на поляризационный
светоделительный кубик. После кубика параллельные
оптические пучки с ортогональной поляризацией
фокусировались на внутренней поверхности окна вы-
сокотемпературной ячейки с парами рубидия. Углы
падения лазерных пучков на внутреннюю поверхность
окна ячейки были близки к нормальному. Окна были
изготовлены из граната, в котором отсутствует двойное
лучепреломление. Высокое качество ортогонально по-
ляризованных пучков излучения позволяет устранить
возможное взаимодействие пучков через модуляцию
разности населенностей основного и возбужденного
состояний атомов из-за интерференции оптических
полей [17]. Изменение мощности отраженного пробного
пучка регистрировалось фотодетектором. Сигнал с фо-
тодетектора записывался и анализировался с помощью
осциллографа и компьютера. Зарегистрированный
коэффициент отражения 𝑅 нормализовался отно-
сительно нерезонансного отражения от поверхности
раздела окно/вакуум 𝑅0 = 0.085 ± 0.004. В работе
используется следующее соотношение для нормализо-
ванного коэффициента отражения: 𝛿𝑅 = (𝑅 − 𝑅0)/𝑅0.
Ошибка измерения нормализованного коэффициента
отражения определялась погрешностью 𝑅0. Измерен-
ные спектральные зависимости 𝛿𝑅 представлены на
рисунке 2.

Оптическое насыщение приводит к спектрально-
му сужению контура и уменьшению коэффициента
отражения. На частотах лазера накачки (отстройки
Δpump/2𝜋 = 0 и Δpump/2𝜋 = −2.2 ГГц) наблюдаются
деформация кривых 𝛿𝑅. Для реализации более высоко-
го спектрального разрешения мы используем производ-
ную по частоте d𝑅/d𝜈, полученную с применением ме-
тодов компьютерной обработки данных [15]. Спектраль-
ные зависимости производной d𝑅/d𝜈, полученные при
различных экспериментальных условиях, представлены
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Рисунок 3. Кривая 3(а) записана в отсутствие насыща-
ющего лазерного пучка (𝐼pump = 0), кривая 3(б ) записана
с насыщающим пучком 𝐼pump = 4.2 кВт см−2 при нулевой
отстройке Δpump/2𝜋 = 0, кривая 3(в) записана при интен-
сивности 𝐼pump = 4.2 кВт см−2 и отрицательной отстройке
Δpump/2𝜋 = −2.2 ГГц. Стрелками указаны частоты лазе-
ра накачки. На нижней панели представлен калибровочный
спектр насыщенного поглощения в рубидиевой ячейке при
комнатной температуре.

на рисунке 3. Следует отдельно отметить спектральную
зависимость в нижней части рисунка 3, которая являет-
ся калибровочным спектром насыщенного поглощения
в рубидиевой ячейке при комнатной температуре.

Ширину резонансного перехода, которая вклю-
чает самоуширение Γ0 и вклад сверхтонкой струк-
туры перехода, можно определить по интервалу
Δ𝜈SR = 23 ГГц между пересечениями спектрального
контура производной d𝑅/d𝜈 с нулевым уровнем сигна-
ла на рисунке 3(а). Напомним, что “нули” зависимости
d𝑅/d𝜈 совпадают по частоте с экстремумами норми-
рованного коэффициента 𝛿𝑅, который пропорционален
реальной части функции диэлектрической проницаемо-
сти 𝜀(𝜔 − 𝜔0). Гладкий контур на рисунке 3(а) замет-
но изменяется при оптическом насыщении селективно-
го отражения интенсивным пучком излучения лазера
накачки. При настройке частоты насыщающего излу-
чения на переход 5S1/2(𝐹 = 3)–5P3/2(𝐹

′ = 4) в центре
спектрального контура формируется резонанс насыще-
ния (рисунок 3(б )). При отстройке частоты насыщаю-
щего излучения на Δpump/2𝜋 = −2.2 ГГц резонанс на-
сыщения проявляется в низкочастотном крыле конту-
ра (рисунок 3(в)). Грубую оценку ширины общего спек-
трального контура можно получить измерением частот-
ного интервала между крайними пересечениями кривой

d𝑅/d𝜈 с нулевым уровнем сигнала. Для спектральных
контуров на рисунках 3(б ) и 3(в) этот частотный интер-
вал Δ𝜈SR ≈ 13 ГГц. Для корректного измерения ширин
зарегистрированных спектральных резонансов необхо-
димо будет провести сравнение экспериментальных кри-
вых и теоретических подгоночных функций. Для этого
требуется расширение существующей линейной теории
диполь-дипольных взаимодействий [5] на оптически на-
сыщенные атомные газовые среды высокой плотности.

Представленные результаты наблюдения насыщен-
ных резонансов в спектральных контурах селективно-
го отражения подтверждают неоднородный характер
самоуширения резонансных переходов в наших экспе-
риментальных условиях. Интересной задачей является
исследование переключения от неоднородного к одно-
родному уширению с ростом атомной концентрации 𝑁 .

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Экспериментально подтвержден неоднородный ха-

рактер диполь-дипольного самоуширения резонансных
переходов в атомных парах рубидия высокой плотности.
Эксперимент был проведен в схеме выжигания прова-
лов в исследуемом спектрах с применением пробного
лазера и лазера накачки. При настройке частоты ла-
зера накачки в центр перехода, а также при неболь-
ших отстройках, нами были зарегистрированы резонан-
сы насыщения как в максимуме контура селективного
отражения, так и в его крыле. Появление насыщенных
резонансов в спектрах селективного отражения свиде-
тельствует о неоднородном вкладе в самоуширение ре-
зонансных переходов в плотных атомных парах. Полу-
ченные результаты могут быть полезны для развития
теоретического описания спектральных свойств оптиче-
ски насыщенных атомных газовых сред высокой плот-
ности, а также для исследования многочастичных взаи-
модействий в ультрахолодной неидеальной плазме с оп-
тическими переходами [18, 19].

БЛАГОДАРНОСТИ
Работа выполнена при финансовой поддержке

Министерства науки и высшего образования Российс-
кой Федерации (Государственное задание №075-00269-
25-00).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Sobel’man I I, Vainshtein L A and Yukov E A 1995

Excitation of Atoms and Broadening of Spectral Lines
(Springer Berlin, Heidelberg)

2. Lewis E L 1980 Phys. Rep. 58 1–71
3. Friedberg R, Hartmann S and Manassah J 1973 Phys. Rep.

7 101–179
4. Maki J J, Malcuit M S, Sipe J E and Boyd R W 1991 Phys.

Rev. Lett. 67 972
5. Leegwater J A and Mukamel S 1994 Phys. Rev. A 49 146
6. Letokhov V S and Chebotaev V P 1977 Springer Series

in Optical Sciences. Nonlinear laser spectroscopy vol 4
(Springer Verlag, Berlin)

7. Sautenkov V A, van Kampen H, Eliel E R and Woerdman
J P 1996 Phys. Rev. Lett. 77 3327

8. van Kampen H, Sautenkov V A, Smeets C J C, Eliel E R
and Woerdman J P 1999 Phys. Rev. A 59 271

9. Li H, Sautenkov V A, Rostovtsev Y V and Scully M O 2009
J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 42 065203

14



Вестник ОИВТ РАН 22 (2026)

10. Sautenkov V A 2011 Laser Phys. Lett. 8 771
11. Sautenkov V A, Saakyan S A and Zelener B B 2021 J. Russ.

Laser Res. 42 405–11
12. Бобров А А, Саакян С А, Саутенков В А и Зеленер Б Б

2021 Письма в ЖЭТФ 114 604–7
13. Sautenkov V, Saakyan S, Bobrov A, Morozov N and Zelener

B B 2022 J. Quant. Spectrosc. Radiat. Transfer 278 108007
14. Sautenkov V, Saakyan S, Bobrov A, Khalutornykh L and

Zelener B B 2024 J. Quant. Spectrosc. Radiat. Transfer 328
109153

15. Саутенков В А, Саакян С А, Бобров А А и Зеленер Б Б

2025 Письма в ЖЭТФ 122 330–335
16. Sautenkov V, Saakyan S, Bobrov A and Zelener B B 2026

J. Quant. Spectrosc. Radiat. Transfer 351 109796
17. Саутенков В А, Саакян С А, Бобров А А, Вильшанская

Е В и Зеленер Б Б 2023 Квант. электрон. 53 69–73
18. Зеленер Б Б, Вильшанская Е В, Саакян С А, А Саутен-

ков В, Зеленер Б В и Фортов В Е 2021 Письма в ЖЭТФ
113 92–95

19. Zelener B B, Vilshanskaya E V, Morozov N V, Saakyan S A,
Bobrov A A, Sautenkov V A and Zelener B V 2024 Phys.
Rev. Lett. 132 115301

15



О скорости затухания возмущений сильных ударных волн
в релятивистской гидродинамике

А. В. Конюхов
Объединенный институт высоких температур РАН, Ижорская ул., д. 13, стр. 2, Москва,

Россия

E-mail: konyukhov_av@mail.ru

Статья поступила в редакцию 6 октября 2025 г.

Аннотация. Расчеты ударных волн с различной интенсивностью и фактором Лоренца при
наличии начального периодического возмущения показали, что сильные релятивистские удар-
ные волны, являясь устойчивыми согласно критериям линейной теории устойчивости ударных
волн Дьякова и Конторовича, в вычислительном эксперименте показывают свойства нейтрально-
устойчивых ударных волн: излучение акустических волн ударной волной, степенной закон за-
тухания возмущений. Полученный результат объясняется конечностью амплитуды начального
возмущения и тем, что предел высокой интенсивности ударной волны в случае идеального газа
соответствует границе ее нейтральной устойчивости.

1. ВВЕДЕНИЕ

Релятивистские ударные волны играют важную
роль в астрофизике, где их наличие, в частности, свя-
зано с явлением джетов, релятивистских струй плаз-
мы в активных галактических ядрах. Релятивистские
ударные волны, формирующиеся в области торможе-
ния джета при взаимодействии с межзвездным веще-
ством, являются источниками регистрируемого элек-
тромагнитного излучения и потоков высокоэнергетич-
ных частиц с энергией, существенно превышающей теп-
ловую энергию (см. обзоры [1, 2] и приведенные в
этих работах ссылки). Предполагаемые механизмы из-
лучения связаны с наличием плазменных неустойчиво-
стей в диссипативной структуре релятивистской удар-
ной волны, приводящих к турбулентности с генераци-
ей сильного локального магнитного поля. При этом на-
личие начальной намагниченности плазмы может ока-
зывать влияние на данные процессы, но не являет-
ся обязательным. Численному моделированию плазмен-
ной неустойчивости в структуре релятивистской удар-
ной волны и вопросам генерации излучения посвяще-
но большое количество работ, отдельные ссылки можно
найти в обзоре [1]. Предполагая, что ширина структу-
ры ударной волны много меньше размеров области те-
чения, магнитное давление много меньше гидродинами-
ческого, а доля энергии, переходящая в ударной волне
в энергию излучения, мала по сравнению с энергией,
рассеиваемой в тепло, релятивистскую ударную волну
можно рассматривать в рамках релятивистской гидро-
динамики [3]. Релятивистские ударные волны с высо-
ким фактором Лоренца являются элементами структу-
ры течения при моделировании релятивистских струй
(см., например, [4]). В [5] приведены результаты числен-
ного моделирования возмущенной релятивистской удар-
ной волны, распространяющейся в среде с экспоненци-
ально уменьшающейся плотностью.

Вопрос устойчивости релятивистских ударных
волн является фундаментальной проблемой, отдельные
аспекты которой, выходящие за рамки линейной теории
устойчивости, не имеют на сегодняшний день оконча-
тельного решения. Применительно к проблеме излуче-
ния релятивистских ударных волн, аномально низкая
скорость затухания возмущений ударной волны при на-
личии сопутствующих факторов, таких как неоднород-

ность и турбулентность среды, может приводить к слож-
ной ударно-волновой картине, характеризующейся на-
личием долгоживущих вторичных (поперечных) удар-
ных волн. Вторичные волны за фронтом ударной вол-
ны также являются релятивистскими и ориентированы
под определенным углом к поверхности основной удар-
ной волны, что может оказывать влияние на характери-
стики излучения.

Впервые линейный анализ устойчивости реляти-
вистской ударной волны в среде с произвольным урав-
нением состояния выполнен в [6] методом нормальных
мод. В [7] результат Конторовича был подтвержден
методами спектральной теории устойчивости ударных
волн. Было показано, в частности, что в среде, описы-
ваемой уравнением состояния идеального газа, реляти-
вистская ударная волна устойчива. Устойчивые в рам-
ках линейной теории ударные волны характеризуются
экспоненциальным законом затухания малых возмуще-
ний. Линейная теория устойчивости ударных волн в сре-
дах с произвольными термодинамическими свойствами
выделяет диапазон параметров ударной волны, в ко-
тором, в рамках анализа линеаризованной задачи для
уравнений, описывающих эволюцию возмущений, по-
следние не растут и не затухают. Поток энергии акусти-
ческой составляющей вторичных волн в этом случае на-
правлен от ударной волны в сторону ударно сжатого ве-
щества, т.е. ударная волна является источником вынуж-
денного (если имеет место нелинейная устойчивость)
излучения акустических волн. Критерий Конторови-
ча нейтральной устойчивости релятивистских ударных
волн [6] (релятивистский аналог критерия Дьякова–
Конторовича в классической гидродинамике), после ис-
ключения производной вдоль ударной адиабаты Тауба–
Гюгонио [3] с использованием соотношений на реляти-
вистском ударно-волновом разрыве, сводится к огра-
ничению на изоэнтальпийную (𝑤 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡) производную
внутренней энергии 𝑒 по удельному объему 𝑉 = 1/𝜌 в си-
стеме покоя [8]:

𝑝 > −(𝜀𝑉 )𝑤 > 𝑝0, (1)

где 𝜌 — плотность массы покоя, 𝜀 — удельная внутрен-
няя энергия, 𝑝 — давление, индекс 0 относится к на-
чальному состоянию, а величины без индекса — к со-
стоянию за фронтом ударной волны. Левое неравенство
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в (1) равносильно условию на параметр Грюнайзена
𝛾 > −1, которое, как правило, выполняется в случае ре-
альных сред. Из (1) следует, что для уравнений состоя-
ния, для которых (𝜀𝑉 )𝑤 = 0, предел ударных волн бес-
конечной интенсивности соответствует границе области
нейтральной устойчивости ударной волны в простран-
стве ее параметров. К таким уравнениям состояния от-
носится релятивистское уравнение состояния газа невза-
имодействующих частиц (Synge J.L.) [9] ,

𝐾3(1/(𝑤 − 𝜀))

𝐾2(1/(𝑤 − 𝜀))
= 𝑤, (2)

где 𝐾2 и 𝐾3 — модифицированные функции Бессе-
ля второго рода, второго и третьего порядка, и его
асимптотики в нерелятивистском и ультрарелятивист-
ском пределе, 𝑤 = (5/3)𝜀 и 𝑤 = (4/3)𝜀, соответствен-
но. Выполнение условия (1) нейтральной устойчивости
ударной волны означает, что устойчивость ударной вол-
ны и скорость затухания возмущений (если асимптоти-
ческая устойчивость имеет место) определяются нели-
нейными членами разложения по амплитудам возмуще-
ний, которые не учитываются в рамках линейного ана-
лиза.

Численное моделирование нейтрально устойчивых
ударных волн невысокой интенсивности на основе мо-
дельного уравнения состояния показывает, что такие
волны отличаются от устойчивых законом затухания
возмущений на фронте ударной волны [8]. В последнем
случае пульсации давления за фронтом ударной вол-
ны, вызванные начальным периодическим (по коорди-
нате, отсчитываемой вдоль фронта ударной волны) воз-
мущением, затухают экспоненциально 𝑒−𝜆𝑡, 𝜆 ≈ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
В случае нейтрально устойчивых ударных волн наблю-
дается более слабое затухание, которое приближается
степенной зависимостью 𝑡−𝜆, 𝜆 ≈ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Закон зату-
хания в окрестности границы нейтральной устойчиво-
сти не изучался, можно предположить, что ударные
волны при наличии возмущений конечной амплитуды
при параметрах ударной волны вблизи границы ней-
тральной устойчивости проявляют свойства, аналогич-
ные свойствам, которые ожидаются для ударных волн
с бесконечно малой амплитудой возмущений в услови-
ях нейтральной линейной устойчивости: слабое зату-
хание возмущений, генерация ударной волной вторич-
ных(поперечных) ударных волн. Оба этих фактора в
условиях наличия плазменных неустойчивостей могут
приводить к увеличению доли энергии, приходящейся
на излучение. Проверка этого факта и определение ско-
рости затухания возмущений ударной волны в окрест-
ности границы устойчивости, определенной на основе
линейной теории, требует нелинейного анализа. В хо-
де настоящего исследования решается задача о зату-
хании начального периодического возмущения реляти-
вистской ударной волны при высоких значениях интен-
сивности и фактора Лоренца ударной волны. Расчеты
проводились на основе уравнений релятивистской гид-
родинамики в двумерной постановке.

Последние десятилетия численные методы реше-
ния уравнений релятивистской гидродинамики получи-
ли развитие на основе методов и подходов разработан-
ных ранее в рамках нерелятивистской вычислительной

газовой динамики. Для астрофизических приложений
были разработаны и применены различные современ-
ные схемы метода конечных объемов [10] (центральные
схемы [11], схемы расщепления потоков, схемы годунов-
ского типа с точным и приближенным [12, 13] решением
задачи Римана о распаде разрыва, схемы высокого по-
рядка аппроксимации TVD, ENO и WENO [14–20]), схе-
мы метода конечных элементов [10]. Лучшее разреше-
ние структуры течения обеспечивают методы, исполь-
зующие гиперболичность системы. В настоящей рабо-
те для реконструкции вектора переменных и аппрок-
симации вектора потоков на границах расчетных ячеек
используется переход к локальным характеристическим
переменным.

2. ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД

Система уравнений релятивистской гидродинами-
ки включает в себя условие сохранения энергии и им-
пульса [21, 22]:

∇𝛽𝑇
𝛼𝛽 = 0, (3)

где тензор энергии-импульса имеет вид:

𝑇𝛼𝛽 = (𝑒+ 𝑝)𝑢𝛼𝑢𝛽 − 𝑔𝛼𝛽𝑝, (4)

здесь 𝑒 и 𝑝 — плотность внутренней энергии (вклю-
чая энергию, связанную с массой покоя) и давление,
𝑔𝛼𝛽 = diag(1,−1,−1,−1) — метрический тензор, 𝑢𝛼 =
Γ(1, 𝑣⃗) — 4-вектор скорости, Γ = 1/

√
1− 𝑣2 — фак-

тор Лоренца (здесь и далее используется система еди-
ниц, в которой скорость измеряется в единицах скорости
света). Система уравнений дополняется законом сохра-
нения числа частиц:

∇𝛼𝑛𝑢
𝛼 = 0, (5)

где 𝑛 = 1/𝑉 — плотность частиц в системе покоя.
Система (3)–(5) замыкается уравнением состояния уль-
трарелятивистского газа 𝑤 = (4/3)𝜀, где 𝜀 = 𝑒/𝑛− 1,
𝑤 = 𝜀+ 𝑝/𝑛.

Уравнения (3)–(5) могут быть представлены в фор-
ме гиперболической системы законов сохранения в де-
картовой системе координат (𝑡, 𝑥, 𝑦) [18]:

𝜕U

𝜕𝑡
+
𝜕F𝑥(U)

𝜕𝑥
+
𝜕F𝑦(U)

𝜕𝑦
= 0, (6)

где U = (𝐷,𝑆𝑥, 𝑆𝑦, 𝜏)
𝑇 — вектор консервативных пере-

менных, потоки которых записываются в виде:

F𝛼 = (𝐷𝑣𝛼, 𝑆𝑥𝑣𝛼 + 𝑝𝛿𝑥𝛼, 𝑆𝑦𝑣𝛼 + 𝑝𝛿𝑦𝛼, 𝑆𝛼 −𝐷𝑣𝛼)
𝑇
,

𝛼 = 𝑥, 𝑦.

Здесь 𝑝 — давление в системе покоя, 𝛿𝛼𝛽 = 1, если 𝛼 = 𝛽
и 𝛿𝛼𝛽 = 0 в противном случае. Консервативные пере-
менные связаны с плотностью 𝑛, компонентами вектора
скорости 𝑣𝛼 и релятивистской энтальпией ℎ = (𝑒+ 𝑝)/𝑛
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следующими соотношениями:

𝐷 = 𝑛Γ, 𝑆𝛼 = 𝑛ℎΓ2𝑣𝛼, 𝜏 = 𝑛ℎΓ2 − 𝑝− 𝑛Γ. (7)

Система является гиперболической, матрица Яко-
би 𝐴𝑛 = 𝜕F𝑛/𝜕U численного вектора потоков
F𝑛 = F𝑥𝑛𝑥 + F𝑦𝑛𝑦 для произвольного направления
n = (𝑛𝑥, 𝑛𝑦)

𝑇 невырожденным преобразованием приво-
дится к диагональному виду 𝐴𝑛 = Ω 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆𝑖) Ω

−1, где
𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆𝑖) — диагональная матрица с собственными зна-
чениями (𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4) на главной диагонали. Столбцы
матрицы Ω — правые собственные векторы матрицы
Якоби 𝐴𝑛 вектора потоков:

r1 =

(︂
𝑘

ℎΓ(𝑘 − 1)
, 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 1−

𝑘

ℎΓ(𝑘 − 1)

)︂𝑇

r2 = ℎΓ
(︁𝑣𝑡
ℎ
, 2Γ𝑣𝑡𝑣𝑥 − 𝑛𝑦

Γ
, 2Γ𝑣𝑡𝑣𝑦 +

𝑛𝑥
Γ
, 2Γ𝑣𝑡 −

𝑣𝑡
ℎ

)︁𝑇
r3 = ℎΓ

(︂
1

ℎΓ
,
𝜆𝑚
𝑎𝑚

𝑛𝑥 − 𝑣𝑡𝑛𝑦,
𝜆𝑚
𝑎𝑚

𝑛𝑦 + 𝑣𝑡𝑛𝑥,
1

𝑎𝑚
− 1

ℎΓ

)︂𝑇

r4 = ℎΓ

(︂
1

ℎΓ
,
𝜆𝑝
𝑎𝑝
𝑛𝑥 − 𝑣𝑡𝑛𝑦,

𝜆𝑝
𝑎𝑝
𝑛𝑦 + 𝑣𝑡𝑛𝑥,

1

𝑎𝑚
− 1

ℎΓ

)︂𝑇

.

Собственные значения записываются в виде:

𝜆1 = 𝜆2 = 𝑣𝑛, 𝜆3 = 𝜆𝑚, 𝜆4 = 𝜆𝑝,

𝜆𝑚 =
𝑣𝑛(1− 𝑐𝑠

2)− 𝑐𝑠
√︀

(1− v2)[1− v2𝑐𝑠2 − 𝑣2𝑛(1− 𝑐𝑠2)]

1− v2𝑐𝑠2
,

𝜆𝑝 =
𝑣𝑛(1− 𝑐𝑠

2) + 𝑐𝑠
√︀
(1− v2)[1− v2𝑐𝑠2 − 𝑣2𝑛(1− 𝑐𝑠2)]

1− v2𝑐𝑠2
.

Входящие в выражения для собственных векторов и соб-
ственных значений параметры 𝑐𝑠 (скорость звука) и 𝑘
определяются с использованием уравнения состояния:

𝑐𝑠
2 =

1

𝑘 (𝜕𝑒/𝜕𝑝)𝑛
, 𝑘 =

ℎ

ℎ− (𝜕𝑒/𝜕𝑛)𝑝
.

В приближении ультрарелятивистского газа

𝑐𝑠
2 =

1

3𝑘
, 𝑘 =

ℎ

ℎ− 1
.

Скорость звука не превышает значение 1/
√
3. Линеари-

зация системы в окрестности граней расчетных ячеек
выполняется путем осреднения вектора неконсерватив-
ных переменных V = (𝑛,v, 𝑝)𝑇 . На грани разделяющей
ячейки с индексами 𝑖 и 𝑖 + 1 одного из координатных
направлений

V𝑖+1/2 =
1

2
(V𝑖 +V𝑖+1). (8)

Для среднего состояния (8) вычисляются собственные
значения и собственные вектора матрицы линеаризо-
ванной системы, вектор локальных характеристических
переменных w = Ω−1U, индекс переменных, опреде-
ленных на грани расчетной ячейки далее опускается.
Вариации локальных характеристических переменных

𝛼𝑘 связаны с вариациями консервативных переменных,

𝛼1 = Γ(𝑘 − 1)(ℎΔ𝐷 + Γv ·ΔS−Δ𝐷 −Δ𝜏)

𝛼2 =
𝑣𝑡

ℎ(1− 𝑣2𝑛)
(𝑣𝑛Δ𝑆𝑛 −Δ𝐷 −Δ𝜏) +

1

ℎ
Δ𝑆𝑡

𝛼3 =
𝑎𝑚(ℎΓ)−1

𝜆𝑝 − 𝜆𝑚
((𝑣𝑛 − 𝜆𝑝)Λ− 𝑐𝑝Δ𝑆𝑛 + 𝑑𝑝(Δ𝐷 +Δ𝜏))

𝛼4 =
−𝑎𝑝(ℎΓ)−1

𝜆𝑝 − 𝜆𝑚
((𝑣𝑛 − 𝜆𝑚)Λ− 𝑐𝑚Δ𝑆𝑛 + 𝑑𝑚(Δ𝐷 +Δ𝜏)),

где использованы следующие обозначения:

Λ = (𝑘 − 1)ℎΓΔ𝐷 + (𝑘 − 1)Γ2(v ·ΔS−Δ𝐷 −Δ𝜏),

𝑎𝑙 =
1− 𝑣𝑛𝜆𝑙
1− 𝑣2𝑛

, 𝑏𝑙 =
𝑣𝑛 − 𝜆𝑙
1− 𝑣2𝑛

, 𝑐𝑙 = 𝑎𝑙 + 𝑣𝑛𝑏𝑙,

𝑑𝑙 = 𝑏𝑙 + 𝑣𝑛𝑎𝑙, 𝑣𝑛 = 𝑣𝑥𝑛𝑥 + 𝑣𝑦𝑛𝑦, 𝑣𝑡 = 𝑣𝑦𝑛𝑥 − 𝑣𝑥𝑛𝑦,

𝑆𝑛 = 𝑆𝑥𝑛𝑥 + 𝑆𝑦𝑛𝑦, 𝑆𝑡 = −𝑆𝑥𝑛𝑦 + 𝑆𝑦𝑛𝑥.

Реконструкция решения в точках интегрирования на
границах ячеек выполняется с использованием локаль-
ных характеристических переменных

U𝐿 = U𝑛
𝑖 +

1

2

4∑︁
𝑘=1

𝛼̃𝐿
𝑘 r𝑘, U𝑅 = U𝑛

𝑖+1 −
1

2

4∑︁
𝑘=1

𝛼̃𝑅
𝑘 r𝑘,

𝛼̃𝐿
𝑘 = 𝑚𝑖𝑛𝑚𝑜𝑑 (𝛼𝑘|𝑖−1/2, 𝛼𝑘|𝑖+1/2),

𝛼̃𝑅
𝑘 = 𝑚𝑖𝑛𝑚𝑜𝑑 (𝛼𝑘|𝑖+1/2, 𝛼𝑘|𝑖+3/2). 𝑘 = 1, 2, 3, 4.

Потоки 𝐹𝑛 на границах расчетных ячеек вычисляются
на основе решения задачи о распаде разрыва для лине-
аризованной системы с применением энтропийной кор-
рекции:

F𝑛 =
1

2

(︃
F(U𝐿) + F(U𝑅)−

4∑︁
𝑘=1

𝜓(𝜆𝑘)𝛼𝑘r𝑘

)︃
,

𝜓(𝜆) =

{︂
|𝜆| , |𝜆| ≥ 𝛿

(𝜆2 + 𝛿2)/(2𝛿), |𝜆| < 𝛿.

Значение параметра энтропийной коррекции 𝛿 прини-
малось равным 0.25. Для интегрирования по време-
ни используется схема Рунге–Кутта третьего порядка
аппроксимации, сохраняющая свойство невозрастания
полной вариации [23].

3. РЕЗУЛЬТАТЫ
Задача решалась в системе отсчета, связанной с

ударно-волновым разрывом, в области прямоугольной
формы. Фронт ударной волны ориентирован в отри-
цательном направлении оси 𝑥 декартовой системы ко-
ординат (𝑥, 𝑦). Начальные распределения переменных
поля течения в расчетной области соответствовали ре-
лятивистской ударной волне заданной интенсивности
𝐼 = 𝑝/𝑝0 и фактора Лоренца. Начальное возмущение
задавалось искривлением поверхности ударной волны
𝑥 = 𝐴𝑐𝑜𝑠(2𝜋𝑦/𝐿), 𝐴 = 0.1𝐿, затухание возмущения опре-
делялось по зависимости 𝐿1 — нормы пульсаций дав-
ления за фронтом ударной волны от безразмерного
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Рисунок 1. Схема течения за фронтом возмущенной удар-
ной волны

времени 𝑡𝑐/𝐿, где 𝑐 — скорость света, 𝐿 — период воз-
мущения. На границах 𝑦 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ставились условия
периодичности. В результате внесенного возмущения
за фронтом ударной волны образуется два семейства
вторичных волн, распространяющихся вдоль поверх-
ности ударной волны в отрицательном и положитель-
ном направлении оси 𝑦 (рисунок 1). Каждое семейство
включает в себя акустические (𝑎−, 𝑎+) и энтропийно-
вихревые (𝑡−, 𝑡+) волны, согласованные с условиями на
искривленном ударно-волновом разрыве. Знаки (+/−)
обозначают направление распространения возмущений
вдоль фронта ударной волны. Показателем того явля-
ются акустические волны исходящими от ударной вол-
ны или не являются таковыми служит величина уг-
ла 𝛼, образуемого поверхностью скачка и поверхностью
тангенциального разрыва в окрестности точек трехвол-
новой конфигурации, см. рисунок 1. Если 𝛼 < 𝜋/2,
акустические волны отстают от ударной волны (источ-
ником возмущения является ударная волна). Данное
утверждение справедливо для наблюдателя в произ-
вольной инерциальной системе отсчета, не зависит от
интенсивности возмущения и, в частности, выполняет-
ся также для нерелятивистских возмущенных ударных
волн. Условие 𝛼 = 𝜋/2 для слабых акустических волн
определяет границу нейтральной устойчивости ударной
волны −(𝜀𝑉 )𝑤 = 𝑝0. Положение фронта акустической и
энтропийно-вихревой волны определяется по распреде-
лению плотности 𝑛.

Численное интегрирование системы уравнений ре-
лятивистской гидродинамики выполнялось на расчет-
ной сетке 2000x400 с шагом по пространству 0.0025𝐿 и
числом Куранта 0.1. В ходе проведенных расчетов полу-
чены следующие результаты. Угол, образуемый фрон-
тами акустических и энтропийно-вихревых волн в слу-
чае сильных ударных волн близок к 𝜋/2 независимо от
фактора Лоренца ударной волны, что находится в со-
ответствии с теорией, так как предел сильных ударных
волн соответствует границе нейтральной устойчивости.
Наблюдаемые отклонения (см., например, рисунок 2)
можно объяснить конечностью возмущений. В зафрон-

Рисунок 2. Визуализация плотности массы покоя (в еди-
ницах начальной плотности) за фронтом возмущенной удар-
ной волны с интенсивностью 𝐼 = 103 и фактором Лоренца
Γ = 12.9. Показан угол, образуемый фронтами акустической
и энтропийно-вихревой волн.

товом течении возмущенной ударной волны с интенсив-
ностью 103 и скоростью равной 0.997 скорости света,
показанный на рисунке 2 угол между волновым век-
тором энтропийно-вихревой и акустической составляю-
щей вторичных волн 𝛼 < 𝜋/2. В этом случае акустиче-
ская волна возмущения является исходящей от ударной
волны. Изменение характеристики акустической состав-
ляющей вторичных волн с приходящей на исходящую
в линейной теории устойчивости ударных волн является
определением нейтральной устойчивости, а в численных
расчетах показывает изменение закона затухания воз-
мущения ударной волны с экспоненциального на степен-
ной [8]. Можно ожидать, что в случае сильных ударных
волн и возмущений конечной интенсивности отставание
вторичных волн от ударной волны также приведет к из-
менению скорости затухания возмущений.

Скорость затухания возмущений за фрон-
том ударной волны определялась по зависимости
пульсаций давления за фронтом ударной волны
|𝑝′|1 = 𝐿−1

𝐶

∫︀
𝐶

|𝑝− ⟨𝑝⟩|𝑑𝑙 от времени, где 𝐿𝐶 — длина

контура. Давление отнесено к начальному значению
плотности массы покоя, умноженному на 𝑐2. Время
приведено в единицах 𝐿/𝑐, где 𝐿 — период возмуще-
ния, 𝑐 — скорость света. Осреднение выполнялось на
контуре, расположенном за фронтом ударной волны.
На рисунках 3 и 4 показаны результаты двух серий рас-
четов. В первом случае, при одинаковой интенсивности
варьировался фактор Лоренца ударной волны. Расчеты
показывают наличие предельного закона затухания
пульсаций давления за фронтом ударной волны при
увеличении фактора Лоренца. Предельная зависимость
проявляется на рисунке 3 в результатах для ударных
волн, имеющих скорость, равную 0.976, 0.991 и 0.997
скорости света.

Во второй серии расчетов при фиксированном
начальном состоянии варьировалась интенсивность
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