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Усредненный по углам потенциал Эвальда для потенциала Юкавы:
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Статья поступила в редакцию 21 ноября 2025 г.

Аннотация. В работе получено явное аналитическое выражение для усредненного по углам
потенциала Эвальда юкавовской однокомпонентной плазмы. В отличие от предыдущей работы,
основанной на усреднении сумм Эвальда, где были получены громоздкие выражения, в данной
работе используется альтернативный подход, при котором усреднение по углам выполняется до
применения процедуры суммирования Эвальда. Такой метод позволяет получить компактную
аналитическую формулу, корректную при произвольных значениях параметра экранирования
потенциала Юкавы и непрерывно переходящую в известное выражение для кулоновской плазмы
при бесконечно малом экранировании. Проведено сравнение с ранее полученными выражениями,
показано их аналитическое тождество, которое подтверждено численным анализом.

1. ВВЕДЕНИЕ

Процедура усреднения потенциала Эвальда по на-
правлениям была предложена в ряде работ как эф-
фективный способ устранения анизотропии, неизбеж-
но возникающей при использовании периодических гра-
ничных условий в кубической расчетной ячейке [1–5].
Такая анизотропия приводит к излишним вычислени-
ям при моделировании изотропных плазменных систем,
а именно, при учете дальнодействующих взаимодей-
ствий. Угловое усреднение позволяет заменить исход-
ный анизотропный потенциал Эвальда короткодейству-
ющей сферически симметричной функцией, что суще-
ственно упрощает последующие вычисления [4]. Благо-
даря этим свойствам данный подход получил широкое
распространение, в том числе в квантовом моделирова-
нии с интегралами по траекториям [6], и оказался осо-
бенно полезным в задачах с большим числом частиц [4].

Юкавовская однокомпонентная плазма (ЮОКП)
представляет собой модельную систему, в которой вза-
имодействие частиц описывается экранированным ку-
лоновским потенциалом [7]. В отличие от классической
однокомпонентной плазмы (ОКП) [8], термодинамика
которой полностью определяется параметром неидеаль-
ности, при описании ЮОКП также необходимо зада-
вать параметр экранирования. Несмотря на затухаю-
щую форму потенциала Юкавы, влияние дальних вза-
имодействий остается существенным при малых значе-
ниях параметра экранирования, т.е. в области, близкой
к кулоновскому пределу, и потому применение процеду-
ры Эвальда остается необходимым, что подтверждается
практическими расчетами [9, 10].

В предыдущей работе авторов [11] была предпри-
нята попытка получить усредненный по углам потенци-
ал Эвальда (УУПЭ) для ЮОКП по аналогии с куло-
новским случаем [4], используя усреднение сумм Эваль-
да для ЮОКП. Хотя сам усредненный потенциал был
получен в виде ряда, вывести компактное аналитиче-
ское выражение, подобное известной формуле для ОКП
и удобное для прямого использования в расчетах энер-
гии и дальнейшего применения, например, в квантовом
случае [12], не удалось.

Данная работа также ставит задачу аналитически
получить УУПЭ для ЮОКП, однако основана на дру-

гой идее, предложенной в [13, 14], и заключающейся
в выполнении углового усреднения до применения про-
цедуры суммирования Эвальда. Такой подход позво-
ляет избежать появления сложных анизотропных сла-
гаемых и существенно упрощает структуру конечного
выражения. Таким образом, цель этой работы состо-
ит в получении замкнутого аналитического выражения
для усредненного по углам потенциала для ЮОКП при
суммировании взаимодействий со всеми изображениями
и демонстрации его эквивалентности ранее полученно-
му УУПЭ для ЮОКП, который был представлен в [11]
в виде ряда.

2. ЮКАВОВСКАЯ
ОДНОКОМПОНЕНТНАЯ ПЛАЗМА

Рассмотрим систему 𝑁 одинаковых точечных по-
ложительных зарядов 𝑍𝑒, помещенных в однородный
компенсирующий фон. Частицы и фон находятся в ку-
бической ячейке со стороной 𝐿 и объемом 𝑉 = 𝐿3, на
которую наложены периодические граничные условия.
Далее такую систему будем называть юкавовской од-
нокомпонентной плазмой (ЮОКП). В качестве харак-
терного межчастичного масштаба используем радиус
Вигнера–Зейтца:

𝑟𝑎 = 𝐿

(︂
4𝜋𝑁

3

)︂− 1
3

. (1)

Состояние ЮОКП в термодинамическом равнове-
сии задается двумя безразмерными параметрами. Пер-
вый параметр описывает экранирование и определяется
величиной 𝜅. Для удобства далее также будем пользо-
ваться эквивалентным параметром

𝜉 = 𝜅𝐿, (2)

который однозначно связан с 𝜅. Второй параметр харак-
теризует степень неидеальности системы:

Γ =
(𝑍𝑒)2

𝑘𝐵𝑇𝑟𝑎
, (3)

Он представляет собой отношение характерной куло-
новской энергии взаимодействия двух частиц, разде-
ленных расстоянием 𝑟𝑎, к тепловой энергии на частицу
𝑘𝐵𝑇 .
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Парный потенциал в ЮОКП имеет вид потенциала
Юкавы:

𝜑(r, 𝜅) =
𝑒−𝜅|r|

|r|
. (4)

При использовании периодических граничных условий
вклад всех изображений частиц суммируется по цело-
численным векторам n = (𝑛𝑥, 𝑛𝑦, 𝑛𝑧), а влияние компен-
сирующего фона реализуется вычитанием нулевой моды
Фурье-разложения парного потенциала (4). В результа-
те потенциальная энергия ЮОКП может быть записана
в следующей форме [7]:

𝑈OCP(R, 𝜅) = 𝑈0,OCP(𝜅) +
(𝑍𝑒)2

2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑖 ̸=𝑗

𝜓(r𝑖𝑗 , 𝜅), (5)

где постоянное слагаемое

𝑈0,OCP(𝜅) =
(𝑍𝑒)2𝑁

2
lim
𝑟→0

(︂
𝜓(r, 𝜅)− 1

𝑟

)︂
(6)

обеспечивает корректный учет взаимодействия частиц
со своими же изображениями, а парный потенциал

𝜓(r, 𝜅) =
∑︁
n

𝜑(r+ n𝐿, 𝜅)− 𝜑(k→ 0, 𝜅)

𝑉
(7)

определен как сумма потенциала Юкавы по всем изоб-
ражениям с учетом взаимодействия с фоном. Фурье-
компонента потенциала Юкавы равна

𝜑(k, 𝜅) =
4𝜋

𝑘2 + 𝜅2
. (8)

В пределе слабого экранирования 𝜅 → 0 (или, эк-
вивалентно, 𝜉 → 0) парный потенциал переходит в ку-
лоновский:

𝜑(r, 𝜅) → 1

𝑟
, 𝜅→ 0, (9)

а Фурье-компонента принимает вид 4𝜋/𝑘2. Тогда перио-
дический потенциал (7) и энергия (5) после применения
к ним процедуры суммирования Эвальда могут быть ис-
пользованы для описания классической ОКП [15]. Отме-
тим, что ряд в выражении (7) при 𝜅 > 0 сходится абсо-
лютно для всех значений r ̸= n𝐿 и сходится равномерно
на любом компактном множестве, не содержащем точек
n𝐿. Тем самым исчезает проблема условной сходимости,
характерная для обычных кулоновских сумм.

Применим к потенциалу (7) процедуру суммирова-
ния Эвальда, аналогично работе [7]. Для этого можно
добавить и вычесть вспомогательное гауссово экраниро-
вание зарядов, после чего исходная решетчатая сумма
преобразуется в сумму двух быстро сходящихся рядов:
по векторам прямой решетки 𝜓1(r, 𝜅) и по векторам об-
ратной решетки 𝜓2(r, 𝜅):

𝜓(r, 𝜅) = 𝜓1(r, 𝜅) + 𝜓2(r, 𝜅). (10)

Перейдем к безразмерным переменным:

x =
r

𝐿
, 𝜉 = 𝜅𝐿. (11)

Явные выражения имеют вид [7]:

𝐿𝜓1(x) =
𝜂(𝑥)

𝑥
exp(−𝜉𝑥)−

− 4𝜋

𝜉2

[︃
1− exp(−𝜉2/4𝜋)

1 + erf(𝜉/2
√
𝜋)

(︂
1 +

𝜉

𝜋

)︂]︃

+
∑︁
n̸=0

𝜂(|x− n|)
|x− n|

exp
(︀
−𝜉|x− n|

)︀
, (12)

𝐿𝜓2(x) =
2𝐴√
𝜋

∑︁
n̸=0

cos(2𝜋n · x)×

×
[︂
𝜋
√
𝜋 exp(−𝜋𝑛2)
𝜉2 + 4𝜋2𝑛2

+
𝜉

𝜉2 + 4𝜋2𝑛2
𝐹 (

√
𝜋𝑛)

𝑛

]︂
,

(13)
где erf(𝑥) — функция ошибок. Здесь 𝑛 = |n|, а функции
и коэффициенты определены как

𝐵 = 𝐵(𝜉) =
1

1 + erf(𝜉/2
√
𝜋)
, (14)

𝐴 = 𝐴(𝜉) = 2𝐵 exp(−𝜉2/4𝜋), (15)

𝜂(𝑥) = 𝐵 erfc

(︂√
𝜋𝑥− 𝜉

2
√
𝜋

)︂
, (16)

где erfc(𝑥)— дополнительная функция ошибок, а 𝐹 (𝑥)—
функция Доусона:

𝐹 (𝑥) = 𝑒−𝑥2

𝑥∫︁
0

𝑒𝑡
2

𝑑𝑡. (17)

Переходя к пределу 𝜉 → 0, получаем восстановле-
ние стандартного потенциала Эвальда ОКП [8]:

𝜓1(x) + 𝜓2(x) −−−→
𝜉→0

𝑣(r), (18)

где 𝑣(r) — потенциал Эвальда, включающий взаимодей-
ствие с фоном [8]. Соответственно, потенциальная энер-
гия ОКП записывается следующим образом:

𝑈E
OCP(R) = 𝑈0,OCP +

(𝑍𝑒)2

2

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

𝑣(r𝑖𝑗), (19)

где

𝑈0,OCP =
(𝑍𝑒)2𝑁

2
lim
𝑟→0

(︂
𝑣(r)− 1

𝑟

)︂
, (20)

𝑣(r) =
1

𝐿

∑︁
n

erfc(
√
𝜋 |r/𝐿+ n|)

|r/𝐿+ n|
+

+
1

𝐿

∑︁
n̸=0

exp
(︁
−𝜋2𝑛2/

√
𝜋
2
)︁

𝜋𝑛2
cos(2𝜋n · r/𝐿)−

1

𝐿
. (21)

Таким образом, выражения для 𝜓1 и 𝜓2 задают кор-
ректный потенциал Эвальда дляЮОКП при произволь-
ном экранировании и непрерывно переходят к извест-
ным формулам ОКП при 𝜉 → 0.

3. УСРЕДНЕНИЕ ПО УГЛАМ

ПОТЕНЦИАЛА ЭВАЛЬДА

Процедура усреднения потенциала Эвальда в слу-
чае кулоновской ОКП была произведена в работе [4].
Кратко напомним ее основные выводы. Усредненный
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по углам потенциал Эвальда (УУПЭ) определяется сле-
дующим преобразованием:

𝑣a(𝑟) =
1

4𝜋

1∫︁
−1

𝑑(cos 𝜃)

2𝜋∫︁
0

𝑣(r)𝑑𝜁, (22)

где 𝜃 — азимутальный угол, а 𝜁 — полярный, с помо-
щью которого мы получаем сферически-симметричную
функцию:

𝐿𝑣a(𝑥) =
erfc(

√
𝜋𝑥)

𝑥
− 1 +

1

2𝜋𝑥
×

×
∑︁
n̸=0

1

𝑛

[︃
𝑔(|𝑛− 𝑥|)− 𝑔(|𝑛+ 𝑥|) + 𝑒−𝜋𝑛2

𝜋𝑛2
sin(2𝜋𝑛𝑥)

]︃
,

(23)

где используется обозначение:

𝑔(𝑛) = 𝑒−𝜋𝑛2

− 𝜋𝑛erfc(
√
𝜋𝑛). (24)

После разложения УУПЭ (23) в ряд Тейлора при
𝑥 = 0 оказывается, что почти все коэффициенты разло-
жения равны нулю, и УУПЭ принимает простую форму:

𝑣a(𝑟) =
1

𝑟
+

2𝑈0,OCP

𝑁(𝑍𝑒)2
+

2𝜋𝑟2

3𝑉
. (25)

Далее этот потенциал может быть сдвинут для равен-
ства нулю в точке минимума 𝑟𝑚, а потенциальная энер-
гия ОКП принимает следующий вид [4]:

𝛽𝑈a(R) = −3Γ

20
𝑁2/3(𝑁 +5)+

Γ

2

𝑁∑︁
𝑖=1

∑︁
𝑗∈𝒮(r𝑖)

𝑖 ̸=𝑗

𝑟𝑎𝜙(𝑟𝑖𝑗), (26)

где суммирование производится по шару объема
4𝜋𝑟3𝑚/3 = 𝐿3 с центром в положении 𝑖-ой частицы. При
этом сдвинутый УУПЭ имеет следующий вид:

𝜙(𝑟) =
1

𝑟

{︃
1 +

1

2

(︂
𝑟

𝑟𝑚

)︂[︃(︂
𝑟

𝑟𝑚

)︂2

− 3

]︃}︃
, 𝑟 < 𝑟𝑚. (27)

Таким образом, ключевая идея вывода УУПЭ
в случае ОКП состоит в обнулении старших коэффи-
циентов разложения УУПЭ. Рассмотрим далее анало-
гичную процедуру для УУПЭ в случае взаимодействия
с юкавовским потенциалом.

4. ЗАМКНУТАЯ АНАЛИТИЧЕСКАЯ

ФОРМА УУПЭ ДЛЯ ЮОКП

Для получения усредненного по углам потенциа-
ла Эвальда в юкавовской однокомпонентной плазме вы-
полним усреднение парного потенциала 𝜓(x𝑖𝑗) по всем
углам:

𝜓𝑎(𝑟) =
1

4𝜋

1∫︁
−1

𝑑(cos 𝜃)

2𝜋∫︁
0

𝜓(r) 𝑑𝜁. (28)

Эта процедура была проделана в работе [11] и было по-
лучено следующее выражение для УУПЭ ЮОКП:

𝐿𝜓𝑎(𝑥) =
𝜂(𝑥)

𝑥
exp(−𝜉𝑥)−

− 4𝜋

𝜉2

[︂
1− exp(−𝜉2/4𝜋)

1 + erf(𝜉/2
√
𝜋)

(︂
1 +

𝜉

𝜋

)︂]︂
+

+
∑︁
n̸=0

(︃
𝐵
𝑓(|𝑛− 𝑥|)− 𝑓(|𝑛+ 𝑥|)

2𝑛𝑥𝜉
+

2𝐴√
𝜋

sin(2𝜋𝑛𝑥)

2𝜋𝑛𝑥
×

×

[︃
𝑒−𝜋𝑛2

𝜋
√
𝜋

𝜉2 + 4𝜋2𝑛2
+

𝜉

𝜉2 + 4𝜋2𝑛2
1

𝑛
𝐹 (

√
𝜋𝑛)

]︃)︃
. (29)

Важно отметить, что предельный переход 𝜉 → 0
приводит к восстановлению усредненного по углам по-
тенциала Эвальда для кулоновской ОКП в виде (23).
Однако дальнейшее разложение выражения (23) в ряд
при 𝑥 = 0 приводит к чрезмерно сложным выражени-
ям для коэффициентов разложения Тейлора, поэтому не
удается получить аналогичную краткую аналитическую
форму записи УУПЭ ЮОКП, как в случае ОКП (25).

Оказывается, что в случае ЮОКП получить
УУПЭ можно намного проще, не производя процедуру
Эвальда. Это было проиллюстрировано в работе 1983
года Angelie и Gilles [14], где описывается намного более
простой и элегантный способ вывода УУПЭ (25) в слу-
чае ОКП. При этом данная работа ссылается на неопуб-
ликованный отчет Paris 1969 года [13], в котором, види-
мо, впервые была произведена подобная процедура вы-
вода УУПЭ. Далее мы приведем эту процедуру.

Применим процедуру усреднения потенциала по уг-
лам сразу к (7), отделив не требующий усреднения
вклад при n = 0:

𝜓a(𝑟, 𝜅) = 𝜑(𝑟, 𝜅) +

+
∑︁
n̸=0

1∫︁
−1

𝑑(cos 𝜃)

4𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜁𝜑(r+ n𝐿, 𝜅)− 4𝜋

𝑉 𝜅2
. (30)

Теперь вычислим среднее каждой компоненты ряда:

1

4𝜋

1∫︁
−1

𝑑(cos 𝜃)

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜁𝜑(r+ n𝐿, 𝜅) =

=
1

2

1∫︁
−1

𝑑(cos 𝜃)
exp(−𝜅

√
𝑟2 + 𝐿2𝑛2 + 2𝑟𝑛𝐿 cos 𝜃)√

𝑟2 + 𝐿2𝑛2 + 2𝑟𝑛𝐿 cos 𝜃
=

=
sinh(𝜅𝑟)

𝜅𝑟
𝜑(n𝐿, 𝜅). (31)

При взятии интеграла было учтено, что 𝑟 < 𝑛𝐿. Таким
образом, получаем следующее выражение для усреднен-
ного по углам потенциала:

𝜓a(𝑟, 𝜅) = 𝜑(𝑟, 𝜅) +
sinh(𝜅𝑟)

𝜅𝑟

∑︁
n ̸=0

𝜑(n𝐿, 𝜅)− 𝜑(0, 𝜅)

𝑉
, (32)

где

𝜑(0, 𝜅) =
4𝜋

𝜅2
. (33)

Рассматривая выражение (6) для постоянного слагаемо-
го в энергии, можно выразить ряд по всем целочислен-
ным векторам:

𝑈OCP,0(𝜅) =
(𝑍𝑒)2𝑁

2

⎡⎣∑︁
n ̸=0

𝜑(n𝐿, 𝜅)− 4𝜋

𝑉 𝜅2

⎤⎦ , (34)

откуда ∑︁
n̸=0

𝜑(n𝐿, 𝜅) =
2𝑈OCP,0(𝜅)

(𝑍𝑒)2𝑁
+

4𝜋

𝑉 𝜅2
. (35)
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Подставив (34) в (32), получаем УУПЭ в случае
ЮОКП:

𝜓a(𝑟, 𝜅) =
𝑒−𝜅𝑟

𝑟
+

+
2𝑈OCP,0(𝜅)

(𝑍𝑒)2𝑁

sinh(𝜅𝑟)

𝜅𝑟
+

4𝜋

𝑉 𝜅2

[︂
sinh(𝜅𝑟)

𝜅𝑟
− 1

]︂
, (36)

которая может быть использована далее в расчетах на-
прямую. Отметим, что, как и в случае кулоновской си-
стемы (см. детали в [3, 4], УУПЭ ЮОКП должен быть
усечен в точке минимума, положение которой в зави-
симости от параметра 𝜉 исследовалось в предыдущей
работе [11].

Сложная функциональная зависимость 𝜓a(𝑟, 𝜅)
в (36) показывает, что путь вывода, который можно про-
делать с кулоновским потенциалом, обречен на провал
в случае потенциала Юкавы, так как пришлось бы уга-
дать из коэффициентов разложения функциональную
форму в виде (36). Вычисляя теперь предел при 𝜅→ 0,
получаем формулу (25) для ОКП:

𝜓a(𝑟, 𝜅→ 0) =
1

𝑟
+

2𝑈OCP,0(0)

(𝑍𝑒)2𝑁
+

2𝜋𝑟2

3𝑉
= 𝑣a(𝑟). (37)

Как видно, такой способ вывода УУПЭ для ОКП не
только намного проще в сравнении с использованным
в [4], но и приводит к выражению для УУПЭ в случае
потенциала Юкавы.

Отметим, что формула (36) была приведена в ра-
боте [16], посвященной исследованию распределения
электрических микрополей в электрон-ионной плазме.
Тем не менее, в данной работе рассматривается одно-
компонентная система с юквавовским потенциалом вза-
имодействия. Далее мы иллюстрируем, что УУПЭ (29),
полученный с помощью прямого усреднения потенциа-
ла Эвальда, совпадает с формулой (36), полученной без
использования суммирования по Эвальду.

Для подтверждения справедливости формулы (36),
мы построим графики УУПЭ для ЮОКП с различны-
ми параметрами экранирования с помощью этого вы-
ражения и его представления после применения про-
цедуры Эвальда (29). Результаты расчетов представ-
лены на рисунке 1. Оказалось, что при любых значе-
ниях параметра экранирования при 𝑟 < 𝐿 эти функ-
ции совпали с численной точностью. При этом снова
отметим, что физический смысл эти функции имеют
в области 0 < 𝑟 ≤ 𝑟min, где 𝑟min — точка минимума
УУПЭ ЮОКП [11]. Таким образом, мы подтверждаем,
что в действительности удалось просуммировать ряды в
формуле (29), результатом чего является формула (36).

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе получено явное аналитическое выражение
для усредненного по углам потенциала Эвальда юка-
вовской однокомпонентной плазмы. Показано, что пря-
мое усреднение по углам потенциала Юкавы приводит
к компактной форме, существенно упрощающей исполь-
зование по сравнению с исходным представлением в ви-
де сумм Эвальда.

Проведено сопоставление полученной формулы
с ранее известным выражением, основанным на усредне-
нии сумм Эвальда по направлениям. Установлено пол-
ное совпадение обоих подходов после аналитического
приведения, что подтверждается также численной про-
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Рисунок 1. Сравнение усредненного по углам потенциала
Эвальда, вычисленного путем прямого численного суммиро-
вания рядов (29) (сплошные линии), с аналитическим вы-
ражением (36) (пунктир). Кривые приведены для различ-
ных параметров экранирования 𝜉. Видно, что аналитическая
формула полностью воспроизводит численное суммирование
во всем диапазоне 𝑟/𝐿, а расхождение отсутствует при лю-
бых значениях 𝜉, что подтверждает корректность вывода по-
лученного выражения.

веркой в широком диапазоне значений параметра экра-
нирования 𝜉.

Исследован кулоновский предел, а именно пока-
зано, что при 𝜉 → 0 усредненный потенциал Эваль-
да ЮОКП непрерывно переходит в усредненный по-
тенциал Эвальда кулоновской однокомпонентной плаз-
мы. Произведенный вывод УУПЭ для ЮОКП позволя-
ет применять данное выражение в расчетах термодина-
мических и структурных характеристик экранирован-
ных плазменных систем.
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Аннотация. Методом функционала плотности выполнен квантово-химический расчет структур-
ных параметров и частот колебаний молекулы TiOF2. Показано, что в основном электронном
состоянии 𝑋1𝐴′ молекула является “нежесткой” и неплоское колебание молекулы не может быть
описано в рамках модели гармонического осциллятора. Для инверсионного колебательного дви-
жения 𝐶𝑠 → 𝐶2𝑣 → 𝐶𝑠 вычислены колебательные уровни энергии и колебательные суммы состоя-
ний. Эти данные, а также результаты, полученные в квантово-химическом расчете, использованы
для расчета термодинамических функций TiOF2(г) в интервале температур 𝑇 = 298.15–6000 К.
Рассчитано значение энтальпии образования молекулы TiOF2.

1. ВВЕДЕНИЕ

Данная работа является продолжением работы по
пополнению и обновлению фундаментальной базы дан-
ных информационной системы ИВТАНТЕРМО [1–3].
База данных содержит информацию о термодинамиче-
ских свойствах более 3400 веществ, состоящих из 96 хи-
мических элементов. Она предоставляет возможность
моделирования различных процессов и химических ре-
акций и предназначена для научных исследований и
инженерных расчетов. Одним из ключевых требований
к информационной системе является регулярное обнов-
ление данных с учетом новых экспериментальных и
теоретических результатов. Важным классом веществ,
включенных в базу данных, являются соединения тита-
на. Добавление оксид-дифторида титана (TiOF2) в базу
данных позволяет расширить область применения ин-
формационной системы ИВТАНТЕРМО для теоретиче-
ских и практических применений.

Целью настоящей работы является расчет значений
термодинамических функций молекулы TiOF2 на осно-
ве критического анализа литературы с учетом появле-
ния новых современных исследований.

Строение молекулы TiOF2 экспериментально не
изучалось. В литературе имеются данные об оценен-
ных величинах структурных параметров и частот ко-
лебаний, которые приведены в справочнике [4], резуль-
таты исследования ИК-спектров в твердотельной арго-
новой (Ar) матрице и теоретического расчета методом
CCSD(T) [5]. В [5] наблюдались три полосы, отнесенные
авторами к валентным колебаниям Ti-O и Ti-F, симмет-
ричному и асимметричному. В квантово-механическом
расчете [5] авторы нашли, что молекула TiOF2 плоская
в случае приближения CCSD(T) и неплоская для мето-
да B3LYP. В настоящей работе молекула TiOF2 изуче-
на DFT-методом с целью выяснить, как влияет упроще-
ние метода квантово-механического расчета на величи-
ны термодинамических функций.

2. МЕТОД ВЫЧИСЛЕНИЯ

Работа выполнена с использованием программного
комплекса GAUSSIAN 98W, версия А.11 [6]. Вычисле-

ния проведены на основе включенного в этот комплекс
метода DFT в приближениях BPW91 и B3LYP. Базис
6-311+G(𝑑, 𝑝) использован для атомов фтора, кислоро-
да и титана. Проведены также расчеты с расширенны-
ми базисами cc-pvTZ и cc-pvQZ. Все геометрические па-
раметры молекулы оптимизированы и для оптимизи-
рованных структур аналитически получены гармониче-
ские частоты колебаний.

3. ОСНОВНОЕ СОСТОЯНИЕ

Согласно нашим DFT-расчетам аналогично дан-
ным [5] для B3LYP-приближения молекула TiOF2 в ос-
новном электронном состоянии 𝑋1𝐴′ имеет неплоскую
структуру симметрии 𝐶𝑠 (см. рисунок 1).

(a)

(b)

Рисунок 1. Структуры молекулы TiOF2: (a) — в симметрии
𝐶2𝑣; (b) — в симметрии 𝐶𝑠.

Угол между плоскостями, в которых находятся ато-
мы 3-1-2 и 4-1-2, составляет 156∘. Плоская структура
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симметрии 𝐶2𝑣 в нашем расчете неустойчива. Однако
ее энергия выше энергии неплоской структуры всего на
40 см−1, что свидетельствует о структурной нежестко-
сти молекулы и о некорректности вычисления термоди-
намических свойств TiOF2 в приближении модели “гар-
монического осциллятора”. “Нежесткой” колебательной
координатой в нашем случае является координата 𝜌
неплоского изгиба (∠4− 1− 2− 3), приводящего к пони-
жению симметрии ядерного остова молекулы от плос-
кой треугольной симметрии 𝐶2𝑣 до пирамидальной 𝐶𝑠.
В случае таких нежестких молекул возникает необхо-
димость использования подходов, отличных от модели
“гармонического осциллятора”, указанных, в частности,
в работах [7–11], где этот вопрос проанализирован на
примере молекул LaF3 и V2O3. В данной работе мы
применили такой подход, чтобы рассчитать термодина-
мические функции молекулы оксид-дифторида титана и
сравнить их значения с данными, полученными в гармо-
ническом приближении на основании результатов расче-
та CCSD(T) [5].

В таблице 1 приведены значения структурных
параметров, полученные в результате минимизации
энергии методом BPW91 для плоской (𝐶2𝑣) и пирами-
дальной (𝐶𝑠) структур молекулы TiOF2. Из таблицы 1
видно, что при переходе от состояния с симметрией 𝐶2𝑣

к состоянию с симметрией 𝐶𝑠 два межъядерных рассто-
яния Ti-O, Ti-F практически не меняются, и мало ме-
няются величины углов ∠O-Ti-F(3,4) и ∠F(3)-Ti-F(4).
Следует отметить, что расчеты, выполненные в при-
ближении B3LYP, а также с использованием расширен-
ных базисов (ccpv-TZ, ccpv-QZ), мало влияли на зна-
чения структурных параметров, барьера инверсии, ча-
стот колебаний, незначительно понижали полную энер-
гию молекулы, требовали существенно большего расчет-
ного времени (ccpv-TZ, ccpv-QZ), поэтому результаты
этих расчетов в работе не использованы.

Таблица 1. Значения структурных параметров молекулы
TiOF2 для симметрий 𝐶2𝑣 и 𝐶𝑠.

Симметрия Структурные параметрыa

𝑟(1-2) 𝑟(1-3) ∠(2-1-3) ∠(3-1-4) Сумма углов
Å Å ∘ ∘ ∘

𝐶2𝑣 1.617 1.811 115.7 128.6 360.0
𝐶𝑠 1.616 1.808 114.4 125.6 355.0

aНумерация атомов показана на рисунке 1.

В таблицах 2 и 3 проведено сравнение структурных
параметров и величин частот колебаний, полученных
экспериментально в Ar-матрице и в расчете методом
CCSD(T) [5], с DFT-результатами. Данные таблиц сви-
детельствуют о хорошем согласии наших данных с тео-
ретическими и экспериментальными данными [5].

4. РАСЧЕТ ВКЛАДА ИНВЕРСИОННОГО
КОЛЕБАНИЯ В МОЛЕКУЛЕ TIOF2

Как было указано выше, для нежесткой молеку-
лы оксид-дифторида титана использование гармониче-
ского приближения становится некорректным. Поэтому
для вычисления колебательной суммы по состояниям
молекулы TiOF2, нежесткой к изгибу вдоль координа-
ты 𝜌(∠4-1-2-3), мы использовали потенциальную функ-

Таблица 2. Сравнение значений структурных параметров
молекулы TiOF2 с данными работы [5].

Симметрия Структурные параметры
𝑟(1-2) 𝑟(1-3) ∠(2-1-3) ∠(3-1-4)
Å Å ∘ ∘

𝐶2𝑣, BPW91 1.617 1.811 115.7 128.6
𝐶2𝑣, CCSD(T) [5] 1.625 1.820 115.5 129.0

Таблица 3. Сравнение значений частот колебаний экспери-
ментальных и расчетных CCSD(T) и DFT.

𝜈1, 𝜈2, 𝜈3, 𝜈4, 𝜈5, 𝜈6, Метод
см−1 см−1 см−1 см−1 см−1 см−1

1036 739 629 260 194𝑎 -a DFT
1013.6±15 740.2±15 632.3±15 - - - Ar матрица
1047 782 663 263 191 71 CCSD(T) [5]

aКолебательный вклад заменен вкладом, рассчитанным с
потенциалом (1).

цию 𝑉 (𝜌) неплоской деформации молекулы. Функция
𝑉 (𝜌) была получена нами путем аппроксимации значе-
ний полных энергий, вычисленных методом BPW91 с
базисом 6-311+G(𝑑, 𝑝) в интервале 𝜌 от 121 до 179∘ с
шагом 2∘, многочленом:

𝑉 (𝜌) = 𝑎0 + 𝑎2𝜌
2 + 𝑎4𝜌

4 + 𝑎6𝜌
6 + 𝑎8𝜌

8. (1)

Коэффициенты полинома имеют значения: 𝑎0 =
42.108, 𝑎2 = −461.652, 𝑎4 = 1317.013, 𝑎6 = −283.943
и 𝑎8 = 58.473 см−1/радиан𝑛 (максимальное отклонение
аппроксиманта от исходных величин составило 3 см−1).
Потенциальная функция показана на рисунке 2. Два
симметрично-эквивалентных минимума функции 𝑉 (𝜌)
соответствуют пирамидальной конфигурации ядер сим-
метрии 𝐶𝑠, максимум — плоской структуре 𝐶2𝑣. Там же
показаны уровни колебательной энергии ангармониче-
ского осциллятора, рассчитанные с использованием по-
тенциальной функции (1) путем решения уравнения
Шредингера вариационным методом в базисе 1000 соб-
ственных функций гармонического осциллятора с ча-
стотой 55 см−1. Сравнение со спектром молекулы, полу-
ченным в результате расчета в гармоническом прибли-
жении (𝐶𝑠) (пунктирные линии), подтверждает непри-
годность модели гармонического осциллятора для опи-
сания неплоских колебаний молекулы TiOF2 в нашем
расчете. Результаты расчетов уровней энергии (по от-
ношению к минимуму потенциала) приведены в табли-
це 4. Там же даны разности энергий соседних уровней,
Δ𝐸 = 𝐸(𝑣 + 1) − 𝐸(𝑣). Из таблицы 4 ясно, что в слу-
чае молекулы TiOF2 только два колебательных уровня
(𝑣 = 0, 1), которые являются результатом инверсионно-
го расщепления колебательного уровня энергии на два
подуровня, расположены ниже центрального максиму-
ма. После уровня 𝑣 = 4 начинается плавное увеличение
расстояния между соседними уровнями.

С полученными уровнями энергии мето-
дом непосредственного суммирования рассчитаны
колебательные суммы состояний и соответствующий
вклад инверсионного колебания в термодинамические
функции TiOF2.

10



Вестник ОИВТ РАН 20 (2025)

Рисунок 2. Кривая потенциальной энергии неплоской де-
формации и колебательный спектр TiOF2: потенциал (1) —
сплошные линии; гармоническое приближение — пунктир-
ные линии.

5. РАСЧЕТ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ
ФУНКЦИЙ

Величины принятых для расчета термодинамиче-
ских функций молекулярных постоянных TiOF2 приве-
дены в таблице 5. Их значения рекомендованы на осно-
вании проведенных нами расчетов DFT-методом. При-
веденные в таблице 5 величины валентных частот ко-
лебаний хорошо согласуются с матричными и расчет-
ными данными работы [5], а значения деформационных
частот — со значениями [5].

Термодинамические функции TiOF2(г) вычислены
в приближении “жесткий ротатор – гармонический ос-
циллятор” для поступательной, вращательной и коле-
бательной составляющих для частот 𝜈1 − 𝜈5 и с уче-
том вклада неплоского (инверсионного) колебательно-
го движения, рассчитанного как описано выше. (Здесь
и далее (г) означает газовую фазу). Расчеты функций
проведены без учета возбужденных состояний, так как
молекула TiOF2 имеет замкнутую электронную оболоч-
ку. Термодинамические параметры газообразной моле-
кулы оксида-дифторида титана определены до темпе-
ратуры 6 000 К. Эта температура представляет собой
верхнюю границу, в пределах которой большинство ве-
ществ сохраняют свои характерные фазовые состояния
и химические свойства. В системе ИВТАНТЕРМО дан-
ная верхняя температурная граница является одной из
фиксированных величин, что обеспечивает согласован-
ность базы данных.

Таблица 4. Уровни энергии неплоского колебания молеку-
лы TiOF2 и разности энергий соседних уровней.

𝑣 Энергия, 𝐸, см−1 𝑣 → 𝑣 + 1 Δ𝐸, см−1

0 25.3 0 → 1 6.7
1 32.0 1 → 2 36.4
2 68.4 2 → 3 32.6
3 101.0 3 → 4 41.5
4 142.5 4 → 5 46.2
5 188.8 5 → 6 50.6
6 239.3 6 → 7 54.4
7 293.8 7 → 8 57.9
8 351.7 8 → 9 61.1
9 412.8 9 → 10 64.1
10 477.0 10 → 11 67.0
11 544.0 11 → 12 69.7
12 613.7 12 → 13 72.3
13 686.0 13 → 14 74.8
14 760.8 14 → 15 77.3
15 838.1 15 → 16 79.6
16 917.8 16 → 17 81.9
17 999.7 17 → 18 84.2
18 1083.9 18 → 19 86.4
19 1170.3 19 → 20 88.5
20 1258.8 20 → 21 90.6
21 1349.4 21 → 22 92.7
22 1442.1 22 → 23 94.7
23 1536.9 23 → 24 96.7
24 1633.6 24 → 25 98.7
25 1732.3 25 → 26 100.7
26 1833.0 26 → 27 102.6
27 1935.6 27 → 28 104.5
28 2040.1 28 → 29 106.4
29 2146.4 29 → 30 108.2

Таблица 5. Значения молекулярных постоянных, приня-
тые для расчета термодинамических функций TiOF2 (DFT,
𝜎 = 2, 𝑝𝑥 = 1).

Состояние 𝜈1, 𝜈2, 𝜈3, 𝜈4, 𝜈5, 𝜈a
6 , Метод 𝐼𝐴𝐼𝐵𝐼𝐶

см−1 см−1 см−1 см−1 см−1 см−1 10117 г3 см6

𝑋1𝐴′ 1036 739 629 260 194𝑎 -b DFT 5016±300

𝜎 — число симметрии, 𝑝𝑥 — статистический вес основного
состояния.
aПогрешности валентных частот оценены в 10–15%;
деформационных — в 20–25%.
bКолебательный вклад, рассчитанный с потенциалом (1).

Результаты расчетов термодинамических функций
представлены полиномом:

Φ∘(𝑇 ) = 𝜑1 + 𝜑2 × ln𝑋 + 𝜑3 ×𝑋−2 + 𝜑4 ×𝑋−1

+𝜑5 ×𝑋 + 𝜑6 ×𝑋2 + 𝜑7 ×𝑋3, (2)

где 𝑋 = 𝑇 × 10−4. Отклонение рассчитанных и аппрок-
симированных значений приведенной энергии Гиббса
Φ∘(𝑇 ) не превышало 0.003 Джмоль−1К−1. Коэффици-
енты полинома даны в таблице 6.

В таблице 7 приведены значения термодинамиче-
ских функций молекулы TiOF2 для нескольких темпе-
ратур.
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Таблица 6. Коэффициенты полинома, аппроксимирующего
значения Φ∘(𝑇 ) для молекулы TiOF2 в температурном ин-
тервале 298.15–6000 К.

𝜑1 𝜑2 𝜑3 𝜑4

489.5734 77.01531 −0.0084284 1.373235

𝜑5 𝜑6 𝜑7

18.08357 −18.82729 9.251822

Таблица 7. Термодинамические функции TiOF2
a.

𝑇 , К 𝐶∘
𝑝 Φ∘ 𝑆∘ 𝐻∘ −𝐻∘(0)

Дж/(Кмоль) Дж/(Кмоль) Дж/(Кмоль) кДж/моль
298.15 62.703 256.138 306.179 14.92
1000 78.033 326.754 393.164 66.41
2000 80.124 375.218 448.132 145.828
3000 80.486 405.314 480.705 226.176
4000 80.574 427.196 503.875 306.716
5000 80.587 444.397 521.857 387.300
6000 80.574 458.568 536.549 467.882

aΦ∘(𝑇 ) = −[𝐺∘(𝑇 )−𝐻∘(0)]/𝑇

Для оценки погрешности термодинамических
функций TiOF2(г) был проведен расчет термо-
динамических функций в гармоническом прибли-
жении для симметрии 𝐶𝑠. Разность в значениях
Φ∘(𝑇 ) ≡ −(𝐺∘ − 𝐻∘(0))/𝑇 , рассчитанных в гармо-
ническом приближении и с учетом инверсионного
колебания, составила 2, 4, 7 и 9 ДжК−1 моль−1 при
𝑇 = 298.15, 1000, 3000 и 6000 K, соответственно.
Погрешности функций в значениях Φ∘(𝑇 ) из-за неточ-
ности принятых значений молекулярных постоянных и
метода расчета термодинамических функций получены
при расчете функций молекулы TiOF2 в гармоническом
приближении и при тех же температурах составили
6, 8, 10 и 12 ДжК−1 моль−1. Эти две компоненты,
согласно нашим оценкам, дают полные погрешности
термодинамических функций TiOF2, составившие 8,
12, 17 и 21 ДжК−1 моль−1, соответственно.

Термодинамические функции TiOF2(г) рассчита-
ны ранее в справочнике [4] до 6000 К по оценен-
ным значениям молекулярных постоянных. Расхожде-
ния данных в таблице 7 и расчета [4] велики. Их ве-
личины увеличиваются с ростом температуры от 19 до
25 ДжК−1 моль−1 в значениях Φ∘(𝑇 ) в температур-
ном интервале 298.15–6000 К. Они обусловлены тем, что
авторы справочника [4] приняли для молекулы TiOF2

плоскую структуру симметрии 𝐶2𝑣, другие оцененные
значения частот колебаний и провели расчет термоди-
намических функций в гармоническом приближении.
Расхождения данных таблице 7 и расчета, проведен-
ного в гармоническом приближении с молекулярными
параметрами из работы [5], полученными в прибли-
жении CCSD(T), невелики. В Φ∘(𝑇 ) они изменяются
от 4 до −1 ДжК−1 моль−1 в интервале температур
298.15–6000 К. Столь малые различия в значениях тер-
модинамических функций свидетельствуют о том, что
использованный нами метод расчета дает достаточно
надежные величины термодинамических функций и мо-
жет быть использован для дальнейшего обновления ин-
формационной системы ИВТАНТЕРМО.

В литературе отсутствуют экспериментальные дан-
ные по энтальпии образования молекулы TiOF2(г).
Авторы справочника [4] оценили значение этой вели-
чины: Δ𝑓𝐻

∘(TiOF2, г, 0 K) = −920.5 кДжмоль−1,
где “г” подразумевает газовую фазу, а 0 K обозна-
чает, что энтальпия образования оценивалась при 0
градусов по Кельвину. В квантово-химическом расче-
те [5] получено существенно более низкое значение:
−968.6 кДжмоль−1. Мы провели квантово-химические
расчеты для молекул TiO2, TiF4 и TiOF2, используя
BPW91-функционал с 6-311+G(𝑑, 𝑝), cc-pvTZ и cc-pvQZ
базисами, чтобы получить рассчитанную величину эн-
тальпии образования и сравнить со значениями, приве-
денными в литературе [4, 5]. Комбинируя величины пол-
ных электронных энергий с соответствующими поправ-
ками на нулевые колебания, мы рассчитали энтальпию
газовой реакции:

TiO2 + TiF4 = 2TiOF2, (3)

Δ𝑟𝐻
∘(0) = −52.4 кДжмоль−1.

Эта величина получена в результате расчетов
с базисом cc-pvQZ. Следует отметить, что пере-
ход от базиса 6-311+G(𝑑,𝑝) к расширенным базисам
cc-pvTZ и cc-pvQZ привел к незначительному изме-
нению значения энтальпии реакции (3), не превы-
шающему 2 кДжмоль−1. Величина Δ𝑟𝐻

∘(0) для ре-
акции (3) в комбинации с энтальпиями образования
для молекул TiF4 и TiO2 из справочников [4, 12] со-
ответственно дало энтальпию образования молекулы
TiOF2 Δ𝑓𝐻

∘(TiOF2, г, 0 K) = −961.5 кДжмоль−1.

Полученное нами значение хорошо согласуется с ве-
личиной из расчета [5] −968.6 кДжмоль−1 (погреш-
ность в работе не указана) и более надежно, чем
оцененное в справочнике [4]. Погрешность рассчитан-
ной Δ𝑓𝐻

∘(TiOF2, г, 0 K) нами оценена не более чем
±15–20 кДжмоль−1.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе проведен расчет структуры и ча-
стот колебаний TiOF2 DFT-методом. При его исполь-
зовании установлена структурная нежесткость молеку-
лы, которая учтена при вычислении величин термо-
динамических функций. Найденное различие значений
термодинамических функций молекулы, рассчитанных
в данной работе, по сравнению со справочными дан-
ными [4], показало, что учет неплоского инверсионно-
го колебательного движения приводит к значительным
изменениям в значениях энергии Гиббса. При этом ис-
пользование более вычислительно тяжелого расчета ме-
тодом CCSD(T) [5] не дает значительного изменения
в термодинамических функциях по сравнению с прове-
денным в данной работе менее вычислительно затрат-
ным DFT-расчетом. Данный результат будет использо-
ван для дальнейшего пересмотра других схожих клас-
сов веществ при обновлении системы ИВТАНТЕРМО.
Также DFT-метод позволил получить величину энталь-
пии образования TiOF2, которая хорошо согласуется
с литературным значением, полученным в работе [5].
Результаты данной работы могут быть использованы
в справочных изданиях и учебных пособиях.
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Аннотация. В статье приводятся результаты расчетов ряда свойств кристаллического оксида
магния методом функционала плотности. Для изучения температурных зависимостей упругих
констант, модулей Юнга, сдвига и всестороннего сжатия, коэффициентов Пуассона и теплового
расширения, теплоемкости и коэффициента теплопроводности используется квазигармоническое
приближение. Все перечисленные свойства рассчитаны до температуры 3000 K, близкой к темпе-
ратуре плавления. Хорошее согласие с экспериментальными данными при относительно низких
температурах дает основания надеяться на надежность предсказания свойств в условиях, труд-
нодоступных для измерений.

1. ВВЕДЕНИЕ

Оксид магния — тугоплавкое оксидное соединение
белого цвета, встречающееся в природе в виде минерала
периклаза. Обладает рядом привлекательных свойств,
в частности, гигроскопичностью, низкой электропровод-
ностью и высокой теплопроводностью, благодаря кото-
рым широко используется в технике, строительстве и
промышленности. Так, оксид магния применяется для
производства огнеупоров, цементов, как наполнитель
при производстве резины и в трубчатых электронагре-
вателях, а также в медицине и пищевой промышлен-
ности. Для MgO доступно большое количество экспе-
риментальных данных, что делает этот материал удоб-
ным кандидатом для проверки современных подходов
к квантовому моделированию. В данной работе с по-
мощью метода функционала электронной плотности и
квазигармонического приближения выполнены расчеты
механических свойств (упругих констант и упругих мо-
дулей), коэффициента теплового расширения, теплоем-
кости и фононной теплопроводности кристаллического
оксида магния. Особое внимание уделено различным ме-
тодам вычисления упругих констант в зависимости от
температуры.

Упругие константы (УК) представляют собой важ-
ные характеристики, описывающие механическое пове-
дение материалов. Например, зная упругие константы,
можно рассчитать скорость звука. Вычисление УК из
первых принципов [1] (ab initio) играет важную роль
в интерпретации результатов экспериментов, и позволя-
ет прогнозировать поведение веществ в условиях высо-
ких температур и давлений, труднодоступных в лабора-
торных условиях.

Для оценки УК различных материалов уже
несколько десятилетий применяется теория функциона-
ла плотности (ТФП), которая, как правило, обеспечи-
вает точность в пределах 10% по сравнению с экспе-
риментальными данными [2–7]. При этом практический
интерес представляют зависимости УК в широком диа-
пазоне температур, включая низкие температуры, где
важны квантовые эффекты. Для решения этой зада-
чи используют метод функционала плотности (МФП),
который, тем не менее, требует значительных вычисли-

тельных ресурсов. В литературе выделяют два основ-
ных подхода, базирующихся на расчете динамики ре-
шетки и вычислении фононной дисперсии в твердых
телах.

В квазистатическом приближении (КСП) темпе-
ратурно-зависимые УК рассчитываются в предполо-
жении, что изменение температуры влияет только на
тепловое расширение вещества. При каждом значении
температуры упругие константы вычисляются для гео-
метрии, соответствующей минимуму свободной энергии
Гельмгольца, а сами УК рассчитываются как вторые
производные полной энергии (полученной из вычисле-
ний МФП) по отношению к деформации или производ-
ной напряжения по деформации при температуре 0 К.

Примеры таких расчетов содержатся в работе Wang
и др. [8], где были вычислены температурно-зависимые
упругие константы для семи кубических металлов, а
также в исследовании Shang и др. [9] по вычисле-
нию упругих констант 𝛼- и 𝜃-Al2O3 в рамках ква-
зистатического приближения. Кроме того, в работе
[10] применили аналогичное приближение для расче-
та температурно-зависимых УК 𝛼-бериллия, получив
для него зависимость объема от температуры из модели
Дебая.

В рамках второго подхода, основанного на квази-
гармоническом приближении (КГП), УК вычисляют-
ся из вторых производных свободной энергии Гельм-
гольца относительно деформации и могут быть рас-
считаны при геометрии, зависящей от температуры.
Этот подход успешно применяется, например, для рас-
чета температурно-зависимых УК гексагональной плот-
ноупакованной решетки бериллия и кубической алмаз-
ной решетки [11], 𝛼-железа в работе [12] и сплава Fe3Ga
в работе [13]. Недавние исследования включают вычис-
ление температурно-зависимых УК для форстерита [14]
и 𝛽-SiC [15] в КГП.

В нашем исследовании для анализа термодина-
мических свойств твердых тел применяется свободно
распространяемый код thermo_pw [16], интегрирован-
ный с пакетом первопринципных расчетов Quantum
ESPRESSO [17]. Ранее этот инструмент использовался
для расчета УК бериллия при температуре 𝑇 = 0 К [18],

14



Вестник ОИВТ РАН 20 (2025)

а также для анализа термодинамических свойств метал-
лов с гранецентрированной кубической решеткой, таких
как рений, технеций, рутений и осмий [19]. Недавние ис-
следования также включают анализ ангармонического
вклада [20] в УК.

Код thermo_pw предоставляет возможность расче-
тов температурно-зависимых УК и в КСП, и КГП.
С применением КГП можно осуществлять анализ, ис-
пользуя исходную геометрию или набор исходных гео-
метрий, а затем интерполировать результаты в зависи-
мости от температуры как функцию геометрии. Экспе-
риментальные измерения обычно дают доступ к адиа-
батическим УК, полученным через термодинамические
соотношения. Так же можно использовать производ-
ные свободной энергии Гельмгольца для расчета изо-
термических упругих констант. Примечательно, что ре-
зультаты моделирования для адиабатических упругих
констант оказываются в хорошем соответствии с экспе-
риментальными данными. Например, даже при низких
температурах (𝑇 = 77 К для кремния, 𝑇 = 0 К для алю-
миния и серебра) упругие константы оказались в преде-
лах 10% от экспериментальных значений как при при-
менении КСП, так и КГП. При повышении температуры
КГП показало хорошее согласие с экспериментом, в то
время как КСП дало немного меньшие значения.

КГП позволяет также вычислять термодинамиче-
ские свойства путем вычисления производных свобод-
ной энергии Гельмгольца фононной подсистемы. Рас-
четы температурной зависимости теплоемкости или ко-
эффициента теплового расширения в этом приближе-
нии позволяют оценить вклад эффектов ангармониз-
ма при температурах, близких к температуре плавле-
ния. Для вычисления фононной теплопроводности КГП
предоставляет информацию, необходимую для примене-
ния кинетических моделей в приближении времени ре-
лаксации [21].

2. МОДЕЛЬ ТВЕРДОГО ТЕЛА

Физические характеристики твердого тела могут
быть описаны с помощью термодинамической модели
упругого состояния [22, 23]. В этой модели предполага-
ется, что свойства твердого тела зависят от его равно-
весной конфигурации, которая определяется температу-
рой 𝑇 и воздействующими внешними напряжениями 𝜎,
представляющими собой силы, приложенные к поверх-
ности тела. Тогда состояние твердого тела будет описы-
ваться начальной конфигурацией, которая, например,
может быть взята при 𝑇 = 0 и 𝜎 = 0. Для описания
отклонения от исходной конфигурации рассматривают
деформацию 𝜀. В рамках КГП, твердое тело обладает
внутренней энергией, которая может быть записана сле-
дующим образом:

𝑈 = 𝑈0 + 𝑈𝑒𝑙 + 𝑈𝑝ℎ, (1)

где 𝑈0 — энергия основного состояния электронов в поле
ядер, которые находятся в фиксированных положениях
при заданной температуре и деформации, 𝑈𝑒𝑙 — допол-
нительная электронная энергия, зависящая от темпера-
туры электронов, а 𝑈𝑝ℎ — энергия фононов, описыва-
ющая колебательную энергию атомов. Зная фононный

спектр 𝜔q,𝜈 в твердом теле, эту энергию можно выра-
зить следующим образом:

𝑈𝑝ℎ =
∑︁
q,𝜈

ℏ𝜔q,𝜈

2
+

∑︁
q,𝜈

ℏ𝜔q,𝜈

exp
(︁

ℏ𝜔q,𝜈

𝑘𝐵𝑇

)︁ − 1, (2)

где 𝑘𝐵 и ℏ — постоянные Больцмана и Планка.

Для расчета энергии основного состояния 𝑈0 ис-
пользуется МФП. Энергия фононных колебаний 𝑈𝑝ℎ на-
ходится с помощью метода возмущений функционала
плотности. Для расчета уравнения состояния использу-
ется свободная энергия Гельмгольца:

𝐹 = 𝑈0 + 𝐹𝑝ℎ, (3)

где свободная энергия колебаний 𝐹𝑝ℎ вычисляется сле-
дующим образом:

𝐹𝑝ℎ = 𝑘𝐵𝑇
∑︁
q,𝜈

ln

[︂
2 sinh

(︂
ℏ𝜔q,𝜈

2𝑘𝐵𝑇

)︂]︂
, (4)

из-за малости вклада конечной температуры электронов
их роль не учитывается.

При известной внутренней энергии и свободной
энергии Гельмгольца расчет энтропии производится по
формуле 𝑆 = (𝑈 − 𝐹 )/𝑇 .

Первые производные свободной энергии Гельмголь-
ца по деформации позволяют определить напряжения,
действующие на твердое тело, и, таким образом, полу-
чить уравнение состояния, связывающее деформацию,
напряжение и температуру. Для нахождения равновес-
ной конфигурации при заданной температуре, когда на-
пряжение обращается в нуль, необходимо найти мини-
мум свободной энергии Гельмгольца. Используя эту ин-
формацию, мы можем вычислить тепловое расширение
твердого тела как функцию температуры. Кроме того,
первая производная энтропии по температуре при фик-
сированной деформации, умноженная на температуру,
представляет собой теплоемкость при постоянной де-
формации.

Вторые производные свободной энергии Гельмголь-
ца по деформации, вычисленные в равновесной геомет-
рии, дают нам изотермические УК при заданной тем-
пературе и нулевом давлении. Из этих УК мы можем
рассчитать изотермический модуль всестороннего сжа-
тия как функцию температуры. Тепловые расширения и
упругие постоянные позволяют нам рассчитать терми-
ческие напряжения. Используя эти величины, мы мо-
жем получить теплоемкость при постоянном напряже-
нии, адиабатические УК и объемные модули из соответ-
ствующих изотермических величин.

В рассматриваемом симметрично деформирован-
ном кристалле необходимо приложить силы для поддер-
жания твердого тела в напряженном состоянии. Эти си-
лы, действующие на единичную площадку, определяют
тензор напряжений. В предположении малых деформа-
ций этот тензор имеет следующий вид:

15



М. Е. Поварницын и П. Р. Левашов

𝜎𝑖𝑗 =
∑︁
𝑘𝑙

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙, (5)

где 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 обозначают индексы декартовых координат,
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 — компоненты тензора УК, записываемого в виде:

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 =

(︂
𝜕𝜎𝑖𝑗

𝜕𝜀𝑘𝑙

)︂
𝜀=0

. (6)

При 𝑇 = 0 K УК связаны со вторыми производны-
ми энергии по отношению к деформации следующими
соотношениями:

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 =
1

Ω

(︂
𝜕2𝑈

𝜕𝜀𝑖𝑗𝜕𝜀𝑘𝑙

)︂
𝜀=0

, (7)

где Ω — объем системы, а 𝑈 — полная энергия (вычис-
ленная в рамках МФП). Если исходная геометрия со-
ответствует условию равновесия, то значит достигается
минимум энергии, и, следовательно, 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙, тогда
как при наличии внешней силы, которая действует на
твердое тело, напряженное состояние будет отличаться
от равновесного и 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 ̸= 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙. Поэтому можно запи-
сать:

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 +
1

2
𝑝 (2𝛿𝑖𝑗𝛿𝑘𝑙 − 𝛿𝑖𝑙𝛿𝑗𝑘 − 𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗𝑙) . (8)

Уравнения (6) и (8) являются эквивалентными, и
позволяют рассчитать УК при 𝑇 = 0 К. В кубических
кристаллах тензор УК (в обозначениях Фойгта) имеет
следующий вид:

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐶11 𝐶12 𝐶12 . . .

𝐶12 𝐶11 𝐶12 . . .

𝐶12 𝐶12 𝐶11 . . .

. . . 𝐶44 . .

. . . . 𝐶44 .

. . . . . 𝐶44

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(9)

с тремя независимыми упругими константами, 𝐶11, 𝐶12

и 𝐶44, а нулевые значения в матрице отмечены точка-
ми. Из уравнения (7) следует, что полная энергия (при
𝑇 = 0 K) содержит член, квадратичный по деформации:

𝑈 =
Ω

2

∑︁
𝑖𝑗

𝜀𝑗𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑗 . (10)

Чтобы получить три независимых УК, мы используем
следующие деформации:

𝜀𝐴 =

⎛⎝𝜀1 0 0
0 𝜀1 0
0 0 𝜀1

⎞⎠ , 𝜀𝐸 =

⎛⎝0 0 0
0 0 0
0 0 𝜀3

⎞⎠ , 𝜀𝐹 =

⎛⎝ 0 𝜀4 𝜀4
𝜀4 0 𝜀4
𝜀4 𝜀4 0

⎞⎠ .

(11)
Деформация 𝜀𝐴 не изменяет форму кубической

ячейки, 𝜀𝐸 превращает ее в тетрагональную ячейку, а
𝜀𝐹 — в ромбоэдрическую.

Поскольку тензор имеет вид, аналогичный (9), то,
применяя уравнения (10), можно записать для каждой
деформации:

𝑈𝐴 =
3Ω

2

(︁
𝐶11 + 𝐶12

)︁
𝜀21, 𝑈𝐸 =

Ω

2
𝐶11𝜀

2
3,

𝑈𝐹 =
3Ω

2
𝐶44𝜀

2
4. (12)

Для вычисления УК, мы аппроксимируем эти урав-
нения полиномами и затем аналитически вычисляем их
вторые производные. Чтобы учесть квантовые эффек-
ты, мы можем применить ту же формулировку, заменив
в уравнении (7) полную энергию 𝑈 свободной энергией
Гельмгольца 𝐹 :

𝐶𝑇
𝑖𝑗𝑘𝑙 =

1

Ω

(︂
𝜕2𝐹

𝜕𝜀𝑖𝑗𝜕𝜀𝑘𝑙

)︂
𝜀=0

. (13)

Свободная энергия Гельмгольца — это сумма пол-
ной энергии 𝑈 и колебательной свободной энергии (без
учета электронного вклада): 𝐹 = 𝑈0 + 𝐹𝑝ℎ. Последний
член уравнения определяется следующим образом:

𝐹𝑝ℎ(𝜀, 𝑇 ) =
1

2𝑁

∑︁
q,𝜆

ℏ𝜔𝜆(q, 𝜀) +

+
𝑘𝐵𝑇

𝑁

∑︁
q,𝜆

ln

[︂
1− exp

(︂
−ℏ𝜔𝜆(q, 𝜀)

𝑘𝐵𝑇

)︂]︂
, (14)

где суммирование производится по фононным модам,
определяемым волновыми векторами q в первой зоне
Бриллюэна и индексами мод 𝜆, 𝑁 — количество элемен-
тарных ячеек в твердом теле, 𝜔(q, 𝜀) определяет фонон-
ные частоты, Ω — объем элементарной ячейки, 𝑘𝐵 —
постоянная Больцмана, ℏ — постоянная Планка, 𝑇 —
абсолютная температура.

Уравнение для свободной энергии включает два
члена. Первый член учитывает вклад при нулевой тем-
пературе, а второй — влияние колебаний при конеч-
ной температуре. В методе КГП фононные частоты за-
висят от приложенной деформации 𝜀. При проведении
расчетов в КГП с использованием фиксированной “эта-
лонной” геометрии, где известны фононные дисперси-
онные кривые, свободная энергия вычисляется при раз-
личных конфигурациях напряжений. Для каждой тем-
пературы строится функция свободной энергии относи-
тельно деформации, которая аппроксимируется полино-
мами. Вторые производные этих полиномов при нулевой
деформации дают упругие константы согласно уравне-
нию (13).
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В некоторых случаях для данной конфигурации
не удается найти минимум свободной энергии Гельм-
гольца, что влечет за собой наличие ненулевого дав-
ления 𝑃 = −(𝜕𝐹/𝜕Ω)𝑇 . Уравнение (8) в таких ситуа-
циях позволяет вычислить компоненты тензора упру-
гих констант 𝐶𝑇

𝑖𝑗𝑘𝑙, зависящих от температуры. Кроме
того, можно последовательно провести расчеты в КГП
для нескольких геометрий с последующей интерполя-
цией УК для каждой температуры к состоянию с ми-
нимумом свободной энергии Гельмгольца. В начале это-
го процесса для каждого типа деформации свободная
энергия Гельмгольца аппроксимируется полиномом на
двумерной сетке постоянных решетки и значений де-
формации, а затем вычисляются упругие константы как
вторые производные свободной энергии Гельмгольца по
деформации при зависящей от температуры постоянной
решетки.

Упругие константы, зависящие от температуры
в КГП, выводятся аналогичным образом с использо-
ванием вторых производных от 𝑈 вместо производных
от 𝐹 . Это позволяет избежать необходимости вычисле-
ния фононных спектров для всего набора геометрий при
различных напряжениях. Вместо этого рассчитываются
дисперсии фононов в исходных геометриях для получе-
ния параметров кристалла, зависящих от температуры.
Применяя этот подход, можно найти для каждой тем-
пературы изотермические УК 𝐶𝑇

𝑖𝑗𝑘𝑙. Однако многие экс-
периментальные установки, использующие технику уль-
тразвуковых импульсов, позволяют измерить адиабати-
ческие УК 𝐶𝑆

𝑖𝑗𝑘𝑙. Последние легко получить, используя
термические напряжения 𝑏𝑖𝑗 и изохорическую теплоем-
кость 𝐶𝑉 :

𝐶𝑆
𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐶𝑇

𝑖𝑗𝑘𝑙 +
𝑇Ω𝑏𝑖𝑗𝑏𝑘𝑙

𝐶𝑉
, (15)

где 𝑏𝑖𝑗 вычисляется по формуле:

𝑏𝑖𝑗 =
∑︁
𝑘𝑙

𝐶𝑇
𝑖𝑗𝑘𝑙𝛼𝑘𝑙, (16)

здесь 𝛼𝑘𝑙 — термоупругий тензор, который в случае
кубической решетки является изотропным 𝛼𝑘𝑙 = 𝛼𝛿𝑘𝑙,
а коэффициент термического расширения 𝛼 определя-
ется выражением:

𝛼 =
1

𝑎(𝑇 )

𝑑𝑎(𝑇 )

𝑑𝑇
, (17)

где 𝑎(𝑇 ) — зависящая от температуры постоянная ку-
бической решетки.

Изотермический модуль сжатия𝐵𝑇 для кубической
решетки может быть вычислен через изотермические
упругие константы:

𝐵𝑇 =
1

3
(𝐶𝑇

11 + 2𝐶𝑇
12). (18)

Этот модуль объемного сжатия также можно свя-
зать с модулем объемного сжатия, полученным для
каждой температуры из свободной энергии как функ-

ции объема с применением уравнения состояния Мурна-
гана. Расчет теплового расширения с учетом зависящих
от температуры коэффициентов упругости не всегда эф-
фективен, так как предполагает предварительную оцен-
ку параметров кристалла, зависящих от температуры
(и, следовательно, неявно самого теплового расшире-
ния). В литературе часто используется приближение без
учета изменения коэффициентов упругости с темпера-
турой. Наконец, изотермический модуль объемного сжа-
тия можно преобразовать в адиабатический с использо-
ванием следующей формулы

1

𝐵𝑇
− 1

𝐵𝑆
=

𝑇𝛽2

𝐶𝑃
, (19)

где 𝛽 = 3𝛼 — коэффициент объемного расширения.

С использованием полученных выражений можно
определить основные термомеханические характеристи-
ки рассматриваемого материала.

3. ОСНОВНЫЕ ПАРАМЕТРЫ
КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ РЕШЕТКИ MgO

Распространенной фазой оксида магния является
кубическая фаза (Fm3̄m), стабильная до температуры
плавления примерно в 3098 K [24]. Параметры кристал-
лической решетки, полученные с помощью первоприн-
ципных расчетов и из экспериментов (приведены в скоб-
ках) представлены в таблице 1.

Таблица 1. Основные параметры кристаллической решетки
MgO, в скобках указаны экспериментальные значения [25].

кристаллическая
фаза

параметры
решетки (Å)

плотность (г/см3)

кубическая (Fm3̄m) 𝑎 = 4.19 (4.21) 3.63 (3.58)

На рисунке 1 показана элементарная ячейка кри-
сталлической фазы оксида магния, атомы магния пока-
заны зеленым цветом, атомы кислорода — красным.

Рисунок 1. Элементарная ячейка кубической фазы MgO,
соответствующая пространственной группе симметрии
Fm3̄m.

На рисунке 2 показана ячейка Вигнера–Зейца (пер-
вой зоны Бриллюэна) для кубической решетки; красны-
ми отрезками показаны основные направления симмет-
рии.
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Рисунок 2. Ячейка Вигнера–Зейца кубической фазы MgO и
основные направления симметрии, соответствующие группе
симметрии Fm3̄m.

4. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ МЕТОДИКА

Все вычисления были выполнены с применением
теории возмущения функционала плотности (ТВФП)
в плосковолновом базисе, реализованном в программ-
ном комплексе Quantum ESPRESSO [16, 17]. Для
описания обменно-корреляционного функционала ис-
пользовалось приближение аппроксимации локальной
плотности (АЛП) [26] (известное как LDA в англо-
язычной литературе). В расчетах использовались со-
храняющие норму псевдопотенциалы [27] для магния
(Mg.pz-n-vbc.UPF) с двумя валентными электронами и
кислорода (O.pz-mt.UPF) с шестью валентными элек-
тронами из библиотеки Quantum ESPRESSO [28]. Пара-
метры расчета, такие как критерии сходимости по энер-
гии и силам, были подобраны таким образом, чтобы
для всех исследуемых свойств, включая фононные спек-
тры, достигалась сходимость. Для расчета дисперсион-
ных кривых применялась сетка размером 8×8×8. Значе-
ние 90 Ry было выбрано для ограничения кинетической
энергии. Интегрирование по зоне Бриллюэна проводи-
лось с использованием сеток Монкхорста–Пака разме-
ром 12×12×12.

5. ПРОВЕДЕНИЕ ПЕРВОПРИНЦИПНЫХ
РАСЧЕТОВ ЗОННОЙ СТРУКТУРЫ MGO
МЕТОДОМ ФУНКЦИОНАЛА ПЛОТНОСТИ

С помощью МФП были рассчитаны фононная зон-
ная структура вдоль основных направлений симметрии
и соответствующая ей фононная плотность состояний.
Результаты для фононной плотности состояний пред-
ставлены ниже на рисунке 3.

Дисперсионные кривые вдоль основных направле-
ний симметрии (см. рисунок 2) показаны на рисунке 4,
где также представлено сравнение с эксперименталь-
ными данными, обозначенными черными кружками-
маркерами.

Примечательно, что результаты моделирования ко-
лебательных спектров хорошо совпадают с имеющими-
ся экспериментальными данными [29, 30]. Это особен-
но важно, поскольку рассчитанные колебательные спек-
тры используются для вычисления упругопластических
и термодинамических свойств.

Рисунок 3. Фононная плотность состояний кубической фа-
зы MgO (Fm3̄m).

Рисунок 4. Дисперсионные кривые кубической фазы MgO
(Fm3̄m). Точки симметрии и направления соответствуют
указанным на рисунке 2. Черные маркеры соответствуют
данным измерений из работ [29, 30].

6. ТЕМПЕРАТУРНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ
УПРУГИХ КОНСТАНТ, МОДУЛЕЙ ЮНГА,
ВСЕСТОРОННЕГО СЖАТИЯ, СДВИГА И
КОЭФФИЦИЕНТА ПУАССОНА

На рисунке 5 показаны зависимости модулей все-
стороннего сжатия, сдвига и Юнга от температуры.
При увеличении температуры значения упругих мо-
дулей уменьшаются, причем модуль Юнга уменьша-
ется почти в два раза при достижении температуры
в 3000 К. Видно, что результаты моделирования нахо-
дятся в хорошем согласии с экспериментальными дан-
ными [31, 32].

На рисунке 6 показана расчетная зависимость ко-
эффициента Пуассона от температуры. Видно, что ре-
зультаты моделирования находятся в хорошем согласии
с имеющимися экспериментальными данными [31] при
температурах ниже 1000 K. При более высоких темпера-
турах моделирование предсказывает падение коэффи-
циента Пуассона, тогда как в эксперименте зависимость
от температуры не наблюдается.

Результаты расчетов зависимости упругих
констант от температуры для твердой фазы MgO
представлены на рисунке 7. Результаты моделирования
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Рисунок 5. Зависимость модуля всестороннего сжатия 𝐵,
модуля сдвига 𝐺, и модуля Юнга 𝐸 от температуры. Данные
расчетов для MgO в диапазоне от 0 до 3000 К: модуль сжа-
тия (красная кривая), модуль Юнга (синяя кривая), модуль
сдвига (зеленая кривая). Экспериментальные данные: крас-
ные треугольники — модуль сжатия [31]; синие треуголь-
ники — модуль Юнга [32]; зеленые треугольники — модуль
сдвига [31].

Рисунок 6. Зависимость коэффициента Пуассона от тем-
пературы. Линия — данные моделирования коэффициента
Пуассона MgO в диапазоне от 0 до 3000 К, треугольники —
эксперимент [31].

находятся в превосходном согласии с более ранними
расчетами МФП [8, 9]. Значения упругих констант 𝐶11,
𝐶12 и 𝐶44 в зависимости от температуры приведены в
таблице 2.

Рисунок 7. Температурная зависимость упругих констант
кубической фазы MgO в диапазоне от 0 до 3000 К. Кривые:
𝐶11 (красная), 𝐶12 (зеленая), 𝐶44 (синяя). Символы — моде-
лирование МФП [8, 9].

Таблица 2. Упругие константы кубической фазы MgO в за-
висимости от температуры.

𝑇 (K) 𝐶11 (ГПа) 𝐶12 (ГПа) 𝐶44 (ГПа)
100 304.93 89.09 145.73
200 303.57 89.67 145.48
300 300.57 90.17 145.01
400 296.63 90.51 144.44
500 292.18 90.76 143.81
600 287.41 90.94 143.13
700 282.45 91.09 142.42
800 277.35 91.23 141.69
900 272.14 91.35 140.93
1000 266.85 91.47 140.15
1100 261.47 91.58 139.35
1200 256.03 91.69 138.52
1300 250.52 91.8 137.68
1400 244.93 91.9 136.81
1500 239.27 91.98 135.91
1600 233.52 92.04 134.99
1700 227.68 92.06 134.05
1800 221.71 92.03 133.08
1900 215.61 91.93 132.08
2000 209.34 91.73 131.05
2100 202.85 91.38 129.99
2200 196.1 90.85 128.89
2300 189.01 90.05 127.75
2400 181.5 88.92 126.58
2500 173.45 87.32 125.36
2600 164.7 85.11 124.1
2700 155.06 82.09 122.79
2800 144.27 78.02 121.42
2900 132.02 72.58 120
3000 124.4 65.6 118.8

7. КОЭФФИЦИЕНТ ЛИНЕЙНОГО
РАСШИРЕНИЯ И ТЕПЛОЕМКОСТЬ

На рисунке 8 приведено сравнение результатов рас-
чета коэффициента теплового расширения с экспери-
ментальными данными в диапазоне температур от 0
до 3000 К. Наблюдается хорошее совпадение данных
моделирования с экспериментом [25, 33] в диапазоне
температур от 0 до 1000 К. При температурах выше
1000 К, где данные экспериментов отсутствуют, проис-
ходит рост коэффициента линейного расширения, свя-
занный с нарастанием механических неустойчивостей
при приближении к температуре плавления.

Для вычисления изохорической теплоемкости вос-
пользуемся следующим выражением, полученным пу-
тем двойного дифференцирования выражения (14) по
температуре:

𝐶𝑉 = 𝑘𝐵
∑︁
𝜆

(︂
ℏ𝜔𝜆

𝑘𝐵𝑇

)︂2
exp(ℏ𝜔𝜆/𝑘𝐵𝑇 )

[exp(ℏ𝜔𝜆/𝑘𝐵𝑇 )− 1]2
. (20)

Разница между изобарической и изохорической тепло-
емкостями определяется выражением:

𝐶𝑃 − 𝐶𝑉 = 𝑇𝑉 𝛽2𝐵𝑇 . (21)
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Рисунок 8. Зависимость коэффициента линейного расши-
рения от температуры. Линия — результаты расчета коэф-
фициента линейного расширения для кубической фазы MgO
в диапазоне от 0 до 3000 К, значки — экспериментальные
данные [25, 33].

На рисунке 9 представлена рассчитанная зависи-
мость изохорической и изобарической теплоемкости от
температуры и проведено сравнение с имеющимися экс-
периментальными данными [31, 34, 35]. Видно, что дан-
ные расчета и экспериментов находятся в превосходном
согласии, что позволяет опираться на результаты расче-
тов в той области параметров, где данные эксперимен-
тов противоречивы или отсутствуют.

Рисунок 9. Расчетная изохорическая и изобарическая теп-
лоемкости. Данные моделирования для MgO в диапазоне от
0 до 3000 К и сравнение с экспериментальными данными
[31, 34, 35].

8. КОЭФФИЦИЕНТ
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Вычисление коэффициента теплопроводности тре-
бует решения кинетического уравнения Больцмана
в приближении времени релаксации. Подробное описа-
ние метода расчета времени жизни фононов для задан-
ной моды колебаний, групповой скорости фононов, а
также формулы для фононного и электронного вкла-
да в теплопроводность приведены в нашей предыду-
щей статье, посвященной нитриду титана [21]. Для MgO
учитывался только фононный вклад в коэффициент
теплопроводности. На рисунке 10 показана зависимость
рассчитанной теплопроводности твердой кристалличе-
ской фазы MgO от температуры. Вычисленные значе-
ния коэффициента теплопроводности проходят по верх-

ней границе экспериментальных точек [36–38] и нахо-
дятся в хорошем согласии во всем диапазоне темпера-
тур. Поскольку MgO принадлежит к классу материалов
со значительным ангармонизмом, то учет в разложении
членов более высоких порядков (выше третьего) позво-
лит добиться еще большего согласия с экспериментом.
Однако такие подходы еще находятся в стадии разра-
ботки.

Рисунок 10. Температурная зависимость коэффициента
теплопроводности. Результаты расчетов фононной тепло-
проводности для MgO в диапазоне от 300 до 3000 К и срав-
нение с экспериментальными данными [36–38].

9. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе проведено комплексное исследова-
ние механических и теплофизических свойств кубиче-
ской фазы оксида магния, соответствующей простран-
ственной группе симметрии Fm3̄m. С помощью мето-
да функционала плотности и квазигармонического при-
ближения выполнены первопринципные расчеты упру-
гих констант, модулей сжатия, сдвига и Юнга, коэф-
фициентов Пуассона и теплового расширения, изохор-
ной и изобарной теплоемкостей и коэффициента фонон-
ной теплопроводности в диапазоне температур от 0 до
3000 К. Установлено, что результаты моделирования на-
ходятся, в основном, в хорошем согласии с имеющими-
ся экспериментальными данными. Отличия от экспери-
мента зафиксированы для коэффициента Пуассона (при
температуре выше 1000 K расчет демонстрирует паде-
ние коэффициента, в то время как в эксперименте зави-
симость от температуры не проявляется), а также для
коэффициента теплопроводности (расчет дает немного
завышенные значения по сравнению с измерениями).
Можно отметить, что современные подходы к кванто-
вому моделированию свойств отличаются высокой точ-
ностью и могут использоваться для предсказания раз-
личных характеристик материалов в условиях, трудно-
доступных для экспериментального изучения.
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Аннотация. В данной работе исследуется вязкость жидкого алюминия с использованием дан-
ных, полученных в результате молекулярно-динамического моделирования. Вязкость вычисля-
лась методом корреляционной функции поперечного тока, что позволяет получить 𝑞-зависимую
вязкость и экстраполировать ее к гидродинамическому пределу 𝑞 → 0. Проведено систематиче-
ское исследование сходимости результата по числу частиц в моделируемой ячейке: анализ выпол-
нен для систем из 𝑁 = 108 , 256, 500 и 1372 атомов при различных термодинамических услови-
ях. Показано, что длина траектории не менее 300 пс необходима для получения статистически
устойчивой автокорреляционной функции. Установлено, что при 𝑁 ≥ 256 наблюдается тенден-
ция к стабилизации значений вязкости, хотя полная сходимость достигается лишь при 𝑁 = 1372.
Полученные результаты демонстрируют хорошее согласие с экспериментальными данными и ab
initio расчетами при достаточном размере системы. Настоящая работа подчеркивает важность
учета конечноразмерных эффектов при моделировании транспортных свойств жидких металлов.

1. ВВЕДЕНИЕ

Расчет сдвиговой вязкости для жидких металлов
является важной задачей в физике конденсированного
состояния и материаловедении [1–4]. Вязкость опреде-
ляет сопротивление жидкости сдвиговым деформациям
и напрямую влияет на процессы массопереноса, тепло-
обмена и формирования микроструктуры при затверде-
вании. В частности, для алюминия — одного из ключе-
вых материалов в литьевых и металлургических техно-
логиях — точное знание вязкости необходимо для про-
гнозирования качества отливок, контроля пористости и
управления зернистостью.

Экспериментальное определение вязкости жидкого
алюминия сопряжено со значительными трудностями.
Высокая химическая активность металла приводит к об-
разованию оксидных пленок на границе с тиглем, что
нарушает ламинарность потока и искажает результаты
измерений. Вследствие этого экспериментальные дан-
ные для алюминия демонстрируют значительный раз-
брос, что снижает их надежность при разработке моде-
лей и технологий.

В этих условиях численное моделирование стано-
вится мощным инструментом для получения физиче-
ски обоснованных значений вязкости [3–5]. В последние
годы широкое распространение получил метод, осно-
ванный на корреляционной функции поперечного тока,
который позволяет напрямую вычислить вязкость без
использования приближений, таких как соотношение
Стокса–Эйнштейна. Этот подход особенно эффективен
в сочетании с молекулярной динамикой, как классиче-
ской, так и ab initio , основанной на теории функционала
плотности.

Однако при практическом применении метода воз-
никает вопрос о сходимости результата по числу частиц
и физическому времени моделирования. Недостаточная
статистика или малый размер ячейки могут привести

к осцилляциям в корреляционной функции и ошибкам
в экстраполяции к q = 0 . В настоящей работе мы про-
водим детальный анализ этих эффектов для жидко-
го алюминия, исследуя системы от 108 до 1372 ато-
мов и траектории длиной до 300 пикосекунд. Целью
является определение минимальных условий моделиро-
вания, обеспечивающих сходимость вязкости к физи-
чески достоверному значению, что особенно актуально
для ресурсоемких ab initio расчетов.

2. ОПИСАНИЕ МЕТОДА

Для расчета вязкости жидкого алюминия в насто-
ящей работе используется метод, основанный на корре-
ляционной функции поперечного тока, предложенный в
работе [6] и успешно примененный к жидким металлам,
включая алюминий, в ряде ab initio исследований [5, 7–
9]. Метод не требует вычисления тензора напряжений
и позволяет напрямую получить q-зависимую вязкость,
что особенно удобно для экстраполяции к гидродинами-
ческому пределу.

Рассмотрим систему из N атомов алюминия в ку-
бической ячейке с периодическими граничными услови-
ями и длиной ребра L . Скорости и координаты v 𝑗(t) и
r 𝑗(t) для каждого атома j (j = 1 ; : : : ; N ) получены в
результате молекулярно-динамического моделирования
с использованием пакета LAMMPS [10] в ансамбле NVT.
Молекулярно-динамическое моделирование было прове-
дено с аналитическим EAM-потенциалом для алюми-
ния, разработанным Жаховским и соавт. [11] на основе
кривых холодного сжатия, полученных в рамках теории
функционала плотности. Для упрощения расчетов вол-
новой вектор q выбирается вдоль оси z:

q =
2�
L

(0; 0; n𝑧)> ; n𝑧 2 Z+:
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