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Исследование зависимости формы и свечения разрядного канала

разряда с жидким катодом от pH раствора

А. В. Чистолинов, М. Х. Гаджиев, А. С. Тюфтяев и Д. И. Юсупов
Объединенный институт высоких температур РАН, Ижорская ул., 13, стр.2, Москва

125412, Россия

E-mail: a-chi@yandex.ru

Статья поступила в редакцию 15 декабря 2024 г.

Аннотация. В настоящей работе методами эмиссионной спектроскопии и скоростной фотосъём-
ки исследована зависимость формы и свечения разрядного канала разряда с жидким катодом от
pH раствора при заданной концентрации ионов Na в растворе. Построена зависимость интенсивно-
сти линии натрия в эмиссионном спектре плазмы разряда от pH раствора. Исследована простран-
ственная и временная неоднородность свечения натрия в спектре свечения разрядного канала раз-
ряда с жидким катодом при разных значениях pH раствора. https://doi.org/10.33849/2024401

1. ВВЕДЕНИЕ

Взаимодействие электроразрядной плазмы с по-
верхностью жидкости и, в частности, с поверхностью
водных растворов является объектом повышенного ин-
тереса исследователей в течение последних двух деся-
тилетий.

Если жидкость является электропроводящей, то
наиболее простым и эффективным способом организа-
ции взаимодействия электроразрядной плазмы с ее по-
верхностью является создание электрического разряда,
в котором эта жидкость будет выполнять роль одного из
электродов. Такой разряд с жидким электродом при ха-
рактерных токах от нескольких миллиампер до несколь-
ких сотен миллиампер является тлеющим разрядом при
атмосферном давлении.

Наиболее интересным с точки зрения приложений
является случай, когда раствор в этом разряде является
катодом. В этом случае бомбардировка поверхности рас-
твора положительными ионами приводит к интенсив-
ным плазмохимическим реакциям в жидкости. Поэтому
исследование разряда с жидким катодом представляет
большой интерес с точки зрения плазмохимических при-
ложений. Разряды с жидким катодом имеют перспекти-
вы практического применения в новых методах очистки
воды, модифицирования высокомолекулярных соедине-
ний, стерилизации водных растворов, анализа раство-
ров на содержание металлов, биомедицинских приложе-
ниях и многих других [1–14]. Перспективы практическо-
го применения в настоящее время делают актуальными
исследования разрядов с жидким катодом [15–19].

Величина катодного падения напряжения в разря-
де с жидким катодом достаточно велика и составляет,
в зависимости от состава жидкого катода, от 400 до
800 В [2], соответственно, велик и энерговклад в при-
катодной области. Ионная бомбардировка поверхности
жидкого катода приводит к интенсивному переносу ком-
понентов раствора в газовую фазу. При этом, в газо-
вую фазу переносятся не только летучие, но и нелетучие
компоненты раствора, такие как ионы металлов, что, в
частности, позволяет определять их в плазме разряда с
жидким катодом по эмиссионным спектрам [12–14, 19].

На этом основан активно разрабатываемый в на-
стоящее время метод анализа содержания ионов метал-
лов в воде и водных растворах [19]. В этом методе ис-
следуемый раствор используется в качестве электролита
в разряде с жидким катодом, а содержание исследуемо-

го металла в растворе определяется путем определения
интенсивности линий этого металла в спектре разряда.

Одним из важных этапов этого процесса является
перенос анализируемого вещества из жидкой фазы в зо-
ну плазмы. Известно, что перенос металлов из раствора
в газовую фазу в разряде с жидким катодом эффектив-
но происходит только для растворов с высоким уровнем
кислотности (pH ≤ 2) [19]. Однако, причины этого, да и
сам механизм переноса остаются неизвестными.

В настоящей работе исследовался разряд посто-
янного тока с жидким катодом, в качестве которо-
го использовался водный раствор электролита. Целью
настоящей работы являлось исследование зависимости
структуры разрядного канала разряда постоянного то-
ка с жидким катодом и его эмиссионных спектров вбли-
зи поверхности жидкого катода от уровня кислотности
(pH) раствора.

Известно, что вблизи поверхности раствора в раз-
ряде с жидким катодом разрядный канал разделен на
отдельные филаменты, находящиеся в постоянном ха-
отическом движении [20]. Каждый филамент на по-
верхности раствора заканчивается отдельным катодным
пятном. При этом вблизи анода разрядный канал может
не иметь филаментарной структуры [20].

Расшифровка эмиссионных спектров плазмы раз-
ряда с жидким катодом, происходящего при атмосфер-
ном давлении в воздухе, показывает наличие полос из-
лучения OH-радикалов, молекулярного азота N2(2

+) и
N2(1

+), молекулярного иона N+
2 (очень слабого на фоне

N2(2
+)), а также линий атомарного водорода H I (H𝛼 и

H𝛽) и кислорода O I [4]. Кроме того, в случае исполь-
зования растворов с низким уровнем pH отмечается на-
личие в эмиссионных спектрах линий металлов, находя-
щихся в растворе электролита [20, 21].

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА
И МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЙ

В настоящей работе использовалась установка,
в которой разряд постоянного тока создавался меж-
ду вольфрамовым стержневым электродом диаметром
2 мм, играющим роль анода, и жидким катодом в про-
точной разрядной ячейке при атмосферном давлении
в воздухе (рисунок 1). Расстояние между стержневым
анодом и поверхностью электролита составляло 2 мм.
Все эксперименты проводились при разрядном токе
60 мА.
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Рисунок 1. Схема экспериментальной установки. 1 — про-
точная разрядная ячейка, 2 — трубка для подачи раствора
в разрядную ячейку, 3 — амперметр, 4 — вольтметр, 5 —
делитель напряжения, 6 — балластное сопротивление, 7 —
катод, 8 — трубка для откачивания раствора, 9 — разряд,
10 — анод, 11 — излучение разряда, 12 — кварцевая линза,
13 — спектрометр.

В качестве электролита использовался раствор нит-
рата натрия в деионизированной воде с концентраци-
ей 2.5 × 10−3 моль/л, в который для изменения pH
раствора добавлялась азотная кислота. Таким обра-
зом, во всех экспериментах концентрация ионов натрия
в растворе составляла одну и ту же величину, равную
2.5× 10−3 моль/л.

Для исследования плазмы разряда методами эмис-
сионной спектроскопии использовался трехканальный
оптоволоконный спектрометр AvaSpec2048 со спект-
ральным разрешением 0.15 нм. Изображение разряда
формировалось кварцевой линзой на плоскости, в кото-
рой помещалось входное отверстие световода, что поз-
воляло проводить исследования спектров в выбранной
области разрядного канала (рисунок 1). В настоящей ра-
боте все спектральные измерения проводились в осевой
части разрядного канала вблизи поверхности раствора.
Колебательная и вращательная температуры молеку-
лярного азота определялись путем моделирования его
спектра излучения с помощью программы Specair [22].
Скоростная фотосъемка разряда проводилась воль по-
верхности раствора. Для этого использовался фотоап-
парат Nikon D500. Время экспозиции одного кадра при
съемке составляло 125 мкс.

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Зависимость интенсивности свечения линии Na I
(589 нм) в эмиссионном спектре свечения плазмы раз-
ряда с жидким катодом при постоянной концентрации
ионов Na в растворе от уровня pH раствора представле-
на на рисунке 2.

Из гистограммы (рисунок 2) видно, что при за-
данной концентрации ионов натрия в растворе в ис-
следованном диапазоне значений pH наибольшая интен-
сивность свечения линии Na достигается при значении
pH = 2.0, то есть, при наибольшем уровне кислотности
раствора. С ростом pH раствора яркость линии натрия
падает и при pH ≥ 2.6 линия натрия практически исче-
зает из эмиссионного спектра плазмы разряда.

На кадрах скоростной фотосъемки при pH ≥ 2.6
разряд выглядит как бело-фиолетовый (рисунок 3(г)).
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Рисунок 2. Зависимость интенсивности свечения линии
Na I (589 нм) в эмиссионном спектре свечения плазмы раз-
ряда с жидким катодом от pH раствора.

При pH < 2.6 появляется характерное желтое свечение
Na I вблизи поверхности жидкости (рисунок 3(а–в)).
Причем яркость этого желтого свечения в среднем воз-
растает по мере снижения pH.

Важно подчеркнуть, что снижение яркости свече-
ния Na I при снижении pH происходит именно в сред-
нем. В целом же свечение Na I при одном и том же
значении pH для разных кадров скоростной съемки при
времени экспозиции 125 мкс имеет как сильный разброс
по интенсивности, так и по положению светящейся об-
ласти Na I внутри разрядного канала. Так, например, на
рисунке 3(в) желтое свечение наблюдается в основании
только одного из двух филаментов. Неравномерность
свечения Na I как в пространстве, так и во времени ука-
зывает на неравномерный выброс натрия из раствора
в область газоразрядной плазмы.

Обращает на себя внимание также то, что появле-
ние натрия в определенном филаменте разрядного кана-
ла меняет его форму вблизи жидкого катода, где свече-
ние Na I является наиболее ярким (рисунок 3). В непо-
средственной близости от поверхности жидкого катода
диаметр филаментов, в которых наблюдается свечение
Na I, уменьшается. В результате такие филаменты при-
обретают характерную бочкообразную форму поверх-
ности, что нехарактерно для филаментов, в которых
свечение Na I отсутствует (рисунок 3). Изменение фор-
мы филаментов логично было бы связать с изменением
параметров плазмы вследствие попадания в нее легко
ионизируемых атомов натрия.

Для того, чтобы проверить эту гипотезу, в цент-
ральной части разрядного канала вблизи поверхности
раствора по второй положительной системе азота были
определены вращательные и колебательные температу-
ры плазмы разряда для всех четырех растворов. Для
всех четырех растворов вращательная температура ока-
залась равной 2400 К, а колебательная температура —
3800 К. То есть, вращательные и колебательные темпе-
ратуры оказались равными для всех четырех растворов
с точностью до погрешности определения. Это означает,
что появление Na I в плазме разряда при данных кон-
центрациях если и оказывает влияние на колебательную
и вращательную температуры молекулярного азота N2,
то очень незначительное.
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(а)

(б )

(в)
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Рисунок 3. Типичные кадры скоростной фотосъемки раз-
ряда с жидким катодом при значениях pH раствора: (а) —
2.0, (б ) — 2.25, (в) — 2.4, (г) — 2.6. Для корректности срав-
нения выбраны кадры со сходной структурой филаментов.

Учитывая, что выбросы натрия в плазму происхо-
дят неравномерно, особый интерес представляют сним-
ки, сделанные при больших выбросах натрия. Харак-
терно, что такие выбросы имеют сильно неоднородную
пространственную структуру и часто имеют включения,
наблюдаемые в виде ярко светящихся микрошариков,

(а)

(б )

(в)

(г)

Рисунок 4. Кадры скоростной фотосъемки разряда с жид-
ким катодом при pH раствора 2.0, на которых присутствуют
светящиеся желтые шарики.

которые хорошо видны на кадрах скоростной съемки
(рисунок 4).

Такое распределение примеси Na I в зоне плазмы
можно объяснить только выбросом микрокапель из рас-
твора в зону плазмы. Предполагается, что их испарение
в зоне плазмы и приводит к соответствующим простран-
ственным неоднородностям.
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Рисунок 5. Зависимость процента кадров скоростной фо-
тосъемки разряда с жидким катодом, на которых присут-
ствует характерное желтое свечение Na I, от pH раствора.

Таким образом, фотографии, представленные на
рисунке 4(а–г), являются прямым подтверждением вы-
броса микрокапель с поверхности жидкости в разряде
с жидким катодом. Но, если с поверхности жидкости в
разряде с жидким катодом возможен выброс микрока-
пель, видимых невооруженным глазом, то вполне воз-
можно, что в таком разряде постоянно идет выброс и
более мелких нанокапель, способных создавать диффуз-
ное свечение на кадрах скоростной фотосъемки (рису-
нок 3(а–в)). Косвенным подтверждением такого меха-
низма попадания натрия из раствора в плазму разряда
является высокая временная и пространственная неод-
нородность свечения Na I в разрядном канале разря-
да с жидким катодом на масштабах времени порядка
125 мкс.

Поскольку pH раствора оказывает существенное
влияние на интенсивность свечения линии Na I, то из-
менение pH раствора должно в этом случае оказывать
влияние на вероятность выброса микро- и нанокапель
с поверхности раствора в разряде с жидким катодом.
Для того, чтобы проверить эту гипотезу, мы подсчита-
ли процент кадров скоростной фотосъемки разряда с
жидким катодом, на которых присутствует характерное
желтое свечение Na I при разных значения pH раствора.

Для этого было отснято по 50 кадров свечения раз-
ряда с жидким катодом с временем экспозиции 125 мкс
при четырех различных значениях pH раствора: 2.0,
2.25, 2.4, 2.6. И для каждого значения pH было подсчи-
тано количество кадров, на которых присутствует жел-
тое свечение, характерное для Na I, как это имело место
на рисунке 3(а–в). Результаты, выраженные в процен-
тах, представлены на гистограмме (рисунок 5).

Как видно из рисунка 5 при pH = 2.0 на всех кадрах
скоростной съемки присутствуют следы Na I, но с ро-
стом pH раствора процент таких кадров падает и при
pH = 2.6 кадров со следами Na I практически не оста-
ется. Это убедительно свидетельствует в пользу гипоте-
зы, согласно которой перенос ионов натрия из раствора
в газовую фазу в разряде с жидким катодом при то-
ке разряда 60 мА в диапазоне значений pH 2.0–2.6 осу-
ществляется преимущественно за счет эмиссии микро-
и нанокапель с поверхности раствора.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Показано, что при концентрации ионов натрия
в растворе 2.5×10−3 моль/л и токе разряда 60 мА интен-

сивность линии натрия 589 нм в эмиссионном спектре
плазмы разряда с жидким катодом очень существенно
(примерно в 100 раз) падает с увеличением уровня рН
раствора от 2.0 до 2.6. Это указывает на то, что меха-
низм переноса нелетучих соединений из раствора в га-
зовую фазу должен существенно зависеть от уровня pH
раствора.

Показано, что свечение Na I на масштабах времени
125 мкс при токе разряда 60 мА и pH раствора 2.0–2.6
имеет сильный разброс как по интенсивности, так и по
положению светящейся области Na I внутри разрядно-
го канала. Характер этой пространственной и времен-
ной неоднородности указывает на то, что основным ме-
ханизмом переноса нелетучих соединений из раствора
в газовую фазу в разряде с жидким катодом при дан-
ных параметрах является эмиссия микро- и/или нано-
размерных капель с поверхности раствора.

Показано, что филаменты разрядного канала,
в эмиссионном спектре которых присутствует линия на-
трия, имеют характерную бочкообразную форму вблизи
поверхности раствора. Для филаментов, в эмиссионном
спектре которых отсутствует линия натрия, такая фор-
ма не характерна. При этом заметного влияния натрия
при данной концентрации в плазме на колебательную
и вращательную температуру, рассчитанную по N2(2

+),
не наблюдается.
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Аннотация. В настоящей работе изучались свойства кристаллического гафния в широком диа-
пазоне давлений и температур с использованием различных подходов, основанных на методе
функционала электронной плотности. Рассчитаны кривая холодного сжатия, кривая теплового
расширения, фононный спектр и температурная зависимость теплоемкости, а также оценена тем-
пература Дебая. Восстановлено поведение свободной энергии Гиббса, что позволило определить
вид фазовой диаграммы. Методом деформации–напряжения рассчитаны упругие модули 𝛼-, 𝛽- и
𝜔-гафния. https://doi.org/10.33849/2024402

1. ВВЕДЕНИЕ

Гафний — переходный металл 4 группы (IVb) пе-
риодической таблицы Д.И. Менделеева. Этот металл
имеет большое сечение поглощения нейтронов и высо-
кую коррозионную стойкость [1], поэтому неудивитель-
но, что Hf и его сплавы широко используются в атом-
ной энергетике [2]. Топливные стержни с гафниевой обо-
лочкой планируются к применению во многих перспек-
тивных разработках ядерных реакторов, например, для
атомных подводных лодок. Гафний используется в ка-
честве легирующего элемента в высокотемпературных
сплавах на основе никеля, ниобия и тантала, а также
в медицинских имплантатах и устройствах, благодаря
его биосовместимости и коррозионной стойкости. Кроме
того, гафний является активным поглотителем кислоро-
да и азота даже при давлениях 10−5–10−6 мм рт. ст., что
используется при исследовании тепловых свойств мате-
риалов.

Кристаллический гафний имеет довольно слож-
ную фазовую диаграмму и претерпевает ряд струк-
турных переходов при изменении давления и тем-
пературы. При нормальных условиях гафний имеет
гексагональную плотно-упакованную (ГПУ) структу-
ру; это состояние также называют 𝛼-фазой, которая
характерна для переходных металлов 4 группы (Ti,
Zr). Экспериментально подтверждено, что при атмо-
сферном давлении в гафнии при температурах выше
2030 K [3] происходит структурный переход из ГПУ
в объемно-центрированную кубическую (ОЦК) струк-
туру. Эта фаза кристаллического Hf обычно обознача-
ется как 𝛽-фаза. Отметим, что в Ti и Zr аналогичный
переход происходит при значительно более низких тем-
пературах, 1155 и 1135 K, соответственно. С другой сто-
роны, при повышении давления при комнатной темпе-
ратуре гафний претерпевает ряд полиморфных превра-
щений: сначала из 𝛼-фазы в 𝜔-фазу, которая также яв-
ляется гексагональной, но с тремя атомами в элемен-
тарной ячейке, а затем в 𝛽-фазу, которая характерна
и для других металлов 4 группы [4, 5]. Следует отме-
тить, что Ti и Zr следуют той же схеме структурных
превращений, однако фактические давления перехода в
Hf значительно выше, чем в его химических гомологах.

Хотя фазовые превращения и механические свой-
ства Hf при умеренных температурах активно изу-
чались в экспериментах [3–13] и расчетах [5, 14–23],
при высоких давлениях и температурах доступно лишь
небольшое количество экспериментов, данные которых
являются отрывочными и зачастую противоречивыми.
Например, первые эксперименты с высоким давлением
для Hf были проведены Ming et al. [24], и в них не был
обнаружен структурный фазовый переход до давлений
39.5 ГПа. Вскоре после этого переход из 𝛼- в 𝜔-фазу
был зарегистрирован в некоторых экспериментах при
38 ГПа [4], в то время как у других авторов он не на-
блюдался вплоть до 51 ГПа [25]. Современные рабо-
ты показывают, что давления 𝛼-𝜔 (𝜔-𝛽) перехода на-
ходятся в диапазоне от 10.6 до 50 (30.7–78) ГПа и раз-
нятся в зависимости от методов и теоретических при-
ближений [5, 9, 20–23]. Поведение упругих свойств и
оптической фононной моды 𝛼-Hf под давлением так-
же недавно было изучено с помощью теоретических
и экспериментальных подходов [15, 16]. Следует так-
же отметить, что гафний является тугоплавким метал-
лом (𝑇𝑚 = 2506 K), что затрудняет экспериментальное
изучение свойств 𝛽-Hf вблизи плавления и, особенно,
свойств жидкого металла. Это, в частности, объясня-
ет тот факт, что первая кривая плавления гафния была
рассчитана нами до давлений 225 ГПа и опубликована
лишь в 2022 году [26], а экспериментальные данные по
кривой плавления гафния отсутствуют до настоящего
времени.

Упругие свойства твердых тел определяют важные
характеристики вещества, такие как фононный спектр,
межатомный потенциал и уравнение состояния. Суще-
ствует также связь упругих свойств с тепловым расши-
рением, температурой плавления, температурой Дебая
и параметром Грюнайзена. Упругие модули дают цен-
ную информацию о характеристике связи между сосед-
ними атомными плоскостями, анизотропии кристалла и
его устойчивости [27].

Теоретическое изучение гафния наталкивается
на существенные трудности. В первую очередь это
связано со сложной электронной структурой этого
d-элемента [23], а также сильной температурной зави-
симостью его свойств [28]. Другой особенностью гафния

9



М. А. Парамонов, Д. В. Минаков и П. Р. Левашов

является динамическая неустойчивость ОЦК-фазы при
атмосферном давлении [29], что не позволяет описать
эту кристаллическую структуру в рамках квазигармо-
нического приближения без учета эффектов ангармо-
низма [30].

Детальное понимание свойств гафния имеет реша-
ющее значение для его эффективного применения в су-
ществующих и перспективных прикладных областях.

2. МЕТОД РАСЧЕТА

В данной работе свойства кристаллического гаф-
ния изучались в широком диапазоне давлений и тем-
ператур с использованием различных подходов, осно-
ванных на методе функционала электронной плот-
ности (МФП). Для расчетов МФП использовал-
ся программный пакет VASP [31], реализующий
МФП в псевдопотенциальном приближении. Для уче-
та обменно-корреляционной (XC) энергии было выбра-
но обобщенно-градиентное приближение (GGA) в пара-
метризации PBE [32], так как оно обеспечивает наи-
лучшее описание плотности гафния при нормальных
условиях. В расчете электронной структуры участву-
ют только 12 внешних (валентных) электронов для Hf,
остальные электроны включаются в неизменный (“замо-
роженный”) кор, что значительно сокращает время рас-
чета. Осцилляции волновых функций валентных элек-
тронов внутри кора сглаживаются с помощью псевдо-
потенциала PAW [33], что существенно уменьшает коли-
чество базисных плоских волн, необходимых для пред-
ставления волновых функций. Радиус кора в использу-
емом псевдопотенциале составляет 𝑅𝑐𝑜𝑟𝑒 = 1.27 Å.

Термодинамические свойства вещества полностью
определяются зависимостью свободной энергии от объ-
ема и температуры 𝐹 (𝑉, 𝑇 ) [34]. В адиабатическом
приближении свободная энергия вещества может быть
представлена в виде:

𝐹 (𝑉, 𝑇 ) = 𝐹𝑐(𝑉 ) + 𝐹𝑎(𝑉, 𝑇 ) + 𝐹𝑒(𝑉, 𝑇 ), (1)

где 𝐹𝑐(𝑉 ) — холодная кривая (нулевая изотерма),
𝐹𝑎(𝑉, 𝑇 ) — тепловой вклад атомов и ионов, 𝐹𝑒(𝑉, 𝑇 ) —
тепловой вклад электронов. Все три составляющих сво-
бодной энергии в формуле (1) можно вычислить с помо-
щью метода функционала плотности [35], который иг-
рает фундаментальную роль в теоретическом исследо-
вании свойств веществ и материалов.

Для учета теплового движения ионов кристалла
широко используется так называемое квазигармониче-
ское приближение (КГП). Считается, что ионы соверша-
ют малые гармонические колебания около положений
равновесия, что позволяет упростить задачу и рассчи-
тать дисперсионные кривые. Равновесные кристалличе-
ские структуры могут быть получены путем минимиза-
ции остаточных сил и оптимизации тензоров напряже-
ний. Когда атом в кристалле смещается из положения
равновесия, силы, действующие на атомы в кристал-
ле, возрастают. Анализ сил, связанных с систематиче-
ским набором смещений, дает набор фононных частот.
Данный подход называется методом конечных смеще-
ний.

В расчетах МФП+КГП в данной работе на первом
этапе выполняется релаксация элементарной ячейки за-
данного объема. Затем для суперъячейки со смещенным

атомом выполняется расчет сил, действующих на ато-
мы. Полученные результаты затем используются для
вычисления силовых констант и на их основе фонон-
ных частот с помощью кода Phonopy [36]. Используе-
мый в Phonopy метод является модификацией подхода
Парлински–Ли–Кавазу [37].

Свободная энергия в рамках КГП задается следу-
ющим выражением:

𝐹𝑝ℎ(𝑉, 𝑇 ) =
1

2

∑︁
q𝜆

~𝜔q𝜆(𝑉 ) +

+ 𝑘B𝑇
∑︁
q𝜆

ln[1− exp(−~𝜔q𝜆(𝑉 )/𝑘B𝑇 )], (2)

которое может быть использовано для описания тепло-
вого движения атомов в кристалле вдали от плавления.

Представленный метод позволяет с высокой точ-
ностью определять термодинамические, структурные и
упругие свойства вещества в хорошем согласии с экспе-
риментальными данными. Надежность метода провере-
на многочисленными расчетами, в том числе и авторами
работ [38–43].

Для расчета фононных частот 𝛼-фазы Hf использо-
вались суперъячейки ГПУ размером 3× 3× 3, содержа-
щие 54 атома, для 𝜔-Hf — суперъячейки ГПУ размером
3×3×3, содержащие 81 атом, для 𝛽-Hf — суперъячейки
ОЦК размером 4× 4× 4, содержащие 64 атома. Для ин-
тегрирования по зоне Бриллюэна использовалась сетка
k-точек 7 × 7 × 7 для всех рассматриваемых решеток.
Для расчета фононных свойств использовалась сетка
q-точек размером 40× 40× 40. Сходимость результатов
расчета по числу k- и q-точек аккуратно проверялась.
При разложении волновых функций электронов по ба-
зису плоских волн в обратном пространстве было выбра-
но ограничение для предельной энергии 𝐸𝑐𝑢𝑡 = 500 эВ.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

3.1. Термодинамические свойства гафния в твердой

фазе

Непосредственно до расчетов МФП+КГП выполня-
лась релаксация исследуемой элементарной ячейки за-
данного объема. В ходе этих расчетов были получены
зависимости отношения параметров решетки 𝑐/𝑎 для
гексагональных решеток 𝛼- и 𝜔-фаз гафния от давле-
ния. На рисунках 1 и 2 приведены соответствующие за-
висимости. Наблюдается отличное согласие между по-
лученными значениями для 𝛼-фазы и эксперименталь-
ными измерениями из [5] — это одно из недавних ис-
следований по рентгеноструктурному анализу гафния
под давлением, в котором дифракционные измерения на
образце 𝛼-Hf были выполнены на установке Advanced
Photon Source (APS), США, с использованием длины
волны 𝜆 = 0.4066 Å и давлений до 90.7 ГПа. Наши рас-
четы также хорошо согласуются с результатами более
ранних измерений [9], проведенных с использованием
методов статического сжатия (𝑐/𝑎 = 1.585 при нормаль-
ных условиях). Измерения проводились с использовани-
ем резистивного нагрева образца в алмазной наковальне
методом синхротронной рентгеновской дифракции так-
же на установке APS. Расчеты для 𝜔-фазы находятся
в хорошем согласии с результатами измерений [5].
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Рисунок 1. Зависимость от давления параметра 𝑐/𝑎 для
ГПУ-решетки 𝛼-Hf на кривой холодного сжатия из перво-
принципных расчетов. Черные символы — эксперименталь-
ные измерения Pandey et al. [5].
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Рисунок 2. Зависимость от давления параметра 𝑐/𝑎 для
гексагональной решетки 𝜔-Hf на кривой холодного сжатия
из первопринципных расчетов. Черные треугольники — экс-
периментальные измерения Pandey et al. [5].

Расчеты МФП+КГП были проведены для 18 изо-
хор 𝛼-Hf, 13 изохор 𝜔-Hf и 12 изохор 𝛽-Hf. На основе
полученных данных была выполнена реконструкция по-
верхности свободной энергии для трех исследуемых фаз
в широком диапазоне плотностей и температур.

Надежность полученных данных подтверждает-
ся путем сравнения с экспериментальными данными.
На рисунке 3 показана холодная кривая для 𝛼-Hf из рас-
чета МФП, представлено сравнение с эксперименталь-
ными данными [5, 11, 25]. Наблюдается небольшое рас-
хождение между нашими расчетами и экспериментом
для давлений свыше 20 ГПа.

На основе расчетов свободной энергии была восста-
новлена кривая теплового расширения 𝛼-Hf. Получен-
ная зависимость для относительного теплового удли-
нения показана на рисунке 4. Наш расчет согласует-
ся с экспериментальными данными для поликристал-
лического Hf, полученными Голутвиным методом дила-
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Рисунок 3. Кривая холодного сжатия Hf. Эксперименталь-
ные данные: пустые ромбы — Qi et al. [11], пустые квадра-
ты — Pandey et al. [5], пустые круги — Hrubiak et al. [25].

тометрии [44], а также измерениями Krug et al. [45]
и Romans et al. [46] с использованием рентгеновско-
го излучения. При этом дилатометрические измере-
ния Adenstedt [47] демонстрируют меньшее расширение,
а высокотемпературные данные Ross et al. [48] — наобо-
рот, более значительное удлинение.

Так как высокотемпературные экспериментальные
данные разных авторов отличаются более чем на 35%,
аппроксимация кривой относительного теплового удли-
нения для температур выше 600 К обозначена в справоч-
нике Touloukian [49] как предварительная. Эта кривая
лежит ниже нашей расчетной кривой. Температурная
зависимость относительного удлинения, предложенная
Онуфриевым и др. [50] и рекомендованная Междуна-
родным агентством по атомной энергии (МАГАТЭ) [51],
также согласуется с аппроксимацией Touloukian и ле-
жит ниже нашей расчетной зависимости. Отметим, что
при высокой температуре отсутствие учета ангармониз-
ма в расчетах МФП+КГП может влиять на точность
описания эксперимента. Однако значительный разброс
имеющихся экспериментальных данных для гафния за-
трудняет анализ влияния этого эффекта.

Рассчитанный фононный спектр для 𝛼-Hf при
𝑇 = 295 K приведен на рисунке 5. В целом можно кон-
статировать хорошее согласие с экспериментальными
данными [8], однако расчет предсказывает меньшие ча-
стоты оптических мод колебаний в окрестности Γ-точки.

Мы рассчитали зависимость теплоемкости при по-
стоянном объеме от температуры для равновесного объ-
ема и подобрали температуру Дебая, которая наилуч-
шим образом описывает теплоемкость в рамках модели
Дебая. Наша оценка для температуры Дебая состави-
ла 195 K. Данная оценка ниже имеющихся в литерату-
ре, но все равно находится в неплохом согласии с дру-
гими теоретическими и экспериментальными оценками
(213 K [52], 215 K [14, 17], 240 K [14]).

На основе полученных из МФП+КГП расчетов за-
висимостей для свободной энергии Гельмгольца было
восстановлено поведение свободной энергии Гиббса на
изотермах в окрестности предполагаемых фазовых пе-
реходов (рисунок 6). Сравнение энергий Гиббса раз-
ных фаз позволило определить границы полиморфных
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Рисунок 4. Относительное тепловое удлинение 𝛼-Hf.
Экспериментальные данные: черные треугольники — Го-
лутвин [44], белые перевернутые треугольники — Krug et
al. [45], белые правые треугольники — Romans et al. [46],
черные квадраты — Ross et al. [48], черные левые треуголь-
ники — Adenstedt [47]. Справочные данные: черная пунктир-
ная линия — аппроксимация МАГАТЭ [51], черная штрих-
пунктирная линия — аппроксимация Touloukian et al. [49].
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Рисунок 5. Фононный спектр 𝛼-Hf. Красные кривые — дан-
ная работа. Значки — экспериментальные данные из работы
Stassis et al. [8].

фазовых переходов в Hf и восстановить вид фазовой
диаграммы в области высокого давления. Результаты
наших расчетов представлены на рисунке 7 и находятся
в хорошем согласии с экспериментами [4], [5] и [25].

В первом эксперименте Xia et al. [4] на станции B1
Корнельского источника синхротронного излучения вы-
сокой энергии (CHESS) по данным энергодисперсион-
ной рентгеновской дифракции (EDXD) были обнаруже-
ны два структурных фазовых перехода в Hf при вы-
соких давлениях до 252 ГПа. Было установлено, что
равновесное давление фазового превращения состав-
ляет 38 ± 8 Гпа для перехода от 𝛼-фазы к 𝜔-фазе и
71 ± 1 Гпа для перехода от 𝜔 к 𝛽-фазе (структура пе-
реходного металла V группы). Hf стабилен в 𝛽-фазе
в широком диапазоне давлений 71–252 ГПа (до степени
сжатия 0.48) — самого высокого давления, достигнуто-
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Рисунок 6. Энергии Гиббса разных кристаллических ре-
шеток Hf на изотерме 300 К при высоких давлениях
в окрестности фазовых переходов. Энергии даны относи-
тельно 𝛼-фазы Hf.
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Рисунок 7. Фазовая диаграмма Hf при высоких давлениях
в окрестности фазовых переходов. Экспериментальные дан-
ные по структурным фазовым переходам: черные треуголь-
ники — Pandey et al. [5], черные ромбы — Hrubiak et al. [25],
черные квадраты — Xia et al. [4].

го в этом эксперименте. Обратные превращения образца
Hf из 𝛽- в 𝜔-фазу и из 𝜔- в 𝛼-фазу также наблюдались
во время декомпрессии. Таким образом в работе сделан
вывод, что 𝜔-фаза металла Hf не является метастабиль-
ной, что отличается от того, что наблюдалось для Zr.

Во втором экспериментально-расчетном исследова-
нии при высоких давлениях, проведенном Pandey et

al. [5], подтверждается существование 𝛼–𝜔–𝛽 превра-
щений в гафнии при комнатной температуре. Переход
𝛼–𝜔 продемонстрировал большой гистерезис, охватыва-
ющий диапазон по давлению более 30 ГПа, подобно то-
му, что наблюдалось в работе Xia et al. [4]. Также было
показано, что включение спин-орбитального (СО) взаи-
модействия в расчетах подавляет 𝛼–𝜔 переход. Предло-
жено объяснение с точки зрения различий в плотности
s-электронов в промежуточных зонах, которые благо-
приятствуют более плотно упакованной структуре.
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Рисунок 8. Зависимость упругих модулей от давления для
ГПУ-решетки 𝛼-Hf вдоль кривой холодного сжатия из перво-
принципных расчетов. Пустые круги с пунктирной линией —
расчет Zhang et al. [53].

В третьей экспериментальной работе с использова-
нием методов статического сжатия Hrubiak et al. [25]
исследовал поведение гафния при высоком давлении и
температуре с помощью рентгеновской дифракции при
давлении до 61 ГПа и температуре до 780 K. Он на-
блюдал фазовый переход 𝛼–𝜔 при высокой температу-
ре 720 K и давлении 44 ГПа и фазовый переход 𝜔–𝛽
при температуре 600 K и еще более высоком давлении
62 ГПа, чем было описано ранее Xia et al. [4]. Эти дав-
ления перехода были оценены из рисунка 1 в работе [9]
при указанных температурах.

Теоретически 𝛼–𝜔 и 𝜔–𝛽 переходы были предска-
заны Ahuja et al. в 1993 году [20] при 13.9 и 30.7 ГПа
с использованием параметризации Хедина–Лундквиста
для обменно-корреляционного потенциала в приближе-
нии локальной плотности (LDA) без какой-либо опти-
мизации геометрии. В другой теоретической работе ста-
бильность 𝛼-, 𝛽- и 𝜔-Hf была исследована Jomard et al.

в 1998 году [21] с использованием полно-потенциального
метода (FP-LMTO) и XC-функционалов PBE и LDA.
Были обнаружены фазовые переходы 𝛼–𝜔 и 𝜔–𝛽 для
XC-функционала PBE при 43.5 и 62.6 ГПа, соответ-
ственно, а для XC-функционала LDA — при 12.7 и
47.6 ГПа. В более поздней работе Hao et al. 2011 года [22]
метод, основанный на теории функционала плотности,
был применен для исследования фазовых переходов и
упругих свойств Hf при высоких давлениях и было уста-
новлено, что давления переходов 𝛼–𝜔 и 𝜔–𝛽 составля-
ют 44.5 и 66.2 ГПА. Также стоит отметить первоприн-
ципные LMTO (GGA) исследования Останина и др. [17]
с 𝛼–𝜔 переходом при 32 ГПа и 𝜔–𝛽 при 140 ГПа, и пер-
вопринципные исследования Fang et al. [23], которые по-
казали 𝛼–𝜔 переход при 10.6 ГПа и 𝜔–𝛽 при 60.6 ГПа
для LDA, 12.2 ГПа и 56.5 ГПа для LDA с учетом СО-
взаимодействия, 24.5 ГПа и 78 ГПа для GGA, 32.5 ГПа
и 77.5 ГПа для GGA с учетом СО-взаимодействия.

Следует отметить, что точные границы кристалли-
ческих фаз гафния до сих пор являются предметом спо-
ров. Дело в том, что разница в энергии между ГПУ-
и 𝜔-структурами чрезвычайно мала, и поэтому даже
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Рисунок 9. Зависимость упругих модулей от давления для
гексагональной решетки 𝜔-Hf вдоль кривой холодного сжа-
тия из первопринципных расчетов. Пустые круги с пунктир-
ной линией — расчет Zhang et al. [53].

небольшая ошибка в расчете энергии оказывает боль-
шое влияние на фазовую диаграмму.

3.2. Определение зависимости упругих модулей

гафния от температуры и давления

Расчет упругих модулей был выполнен с помощью
метода деформации–напряжения (strain–stress method),
в котором упругие постоянные определяются как пер-
вые производные напряжений по тензору деформа-
ций [14]. Тензор упругих постоянных определяется пу-
тем выполнения шести конечных деформаций отре-
лаксированной кристаллической решетки и получения
упругих постоянных из соотношения 𝜎𝑖 =

∑︀6
𝑗=1 𝐶𝑖𝑗𝜀𝑗 .

Амплитуда деформаций задается в расчете, а получен-
ные результаты требуют проверки на сходимость от-
носительно величины смещения. По результатам тесто-
вых расчетов величина смещения была выбрана равной
0.015 Å. Сходимость результатов по другим параметрам
расчета также тщательно проверялась. В связи с этим
следует отметить, что расчет упругих модулей требу-
ет высокой точности расчетов и, например, очень чув-
ствителен к параметрам интегрирования по зоне Брил-
люэна. Для проведения этих расчетов потребовалось ис-
пользовать сетку k-точек не менее 25× 25× 25, энергия
обрезания плоских волн была увеличена до 600 эВ.

Для сравнения приведены результаты расчетной
работы Zhang et al. [53], выполненной с использо-
ванием МФП и псевдопотенциала PAW. Для описа-
ния XC-энергии также была выбрана параметризация
PBE, а энергия обрезания плоских волн была зада-
на равной 500 эВ. Использовались Γ-центрированные
сетки k-точек для аппроксимации зоны Бриллюэна:
18× 18× 16, 16 × 16 × 18 и 18 × 18 × 18 сетки для 𝛼-,
𝜔- и 𝛽-Hf соответственно. Упругие постоянные рассчи-
тывались путем создания малых деформаций в оптими-
зированных структурах для кубической (𝐶11, 𝐶12 и 𝐶44)
и гексагональной симметрии (𝐶11, 𝐶12, 𝐶13, 𝐶33 и 𝐶44).

Для гексагональной системы в силу симметрии
кристалла пять упругих постоянных являются неза-
висимыми: 𝐶11, 𝐶12, 𝐶13, 𝐶33 и 𝐶44. На рисунке 8
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Рисунок 10. Зависимость упругих модулей от давления
для ОЦК-решетки 𝛽-Hf вдоль кривой холодного сжатия из
первопринципных расчетов. Пустые круги с пунктирной ли-
нией — расчет Zhang et al. [53].

представлены зависимости соответствующих упругих
модулей от давления для 𝛼-Hf, а на рисунке 9 — для
𝜔-Hf. Можно заметить, что величины всех упругих мо-
дулей, за исключением сдвигового модуля 𝐶44, растут с
увеличением давления для обеих гексагональных струк-
тур, что согласуется с результатами Zhang et al. [53], хо-
тя для модуля 𝐶11 в 𝛼-фазе и для модулей 𝐶11 и 𝐶33

в 𝜔-фазе результаты данной работы показывают более
высокие значения при увеличении давления. Отметим,
что в работе [53] не приводятся зависимости параметра
𝑐/𝑎 от давления, полученные после релаксации гексаго-
нальных структур, что затрудняет анализ причин рас-
хождения результатов расчета упругих модулей для 𝛼-
и 𝜔-Hf. Также в упомянутой работе были выбраны более
грубые сетки k-точек для аппроксимации зоны Бриллю-
эна, чем в нашем исследовании.

Следует отметить, что 𝐶33 > 𝐶11 как для 𝛼-Hf, так
и для 𝜔-Hf, что свидетельствует о том, что межатомные
связи между ближайшими соседями вдоль плоскостей
001 сильнее, чем связи вдоль плоскостей 100 во всем
рассматриваемом диапазоне давлений. Также на основе
критерия Борна механической стабильности для ГПУ-
решетки можно сделать вывод, что 𝛼-Hf механически
стабилен во всем диапазоне давлений, продемонстриро-
ванном на рисунке 9.

Величины упругих модулей для 𝛼- и 𝜔-Hf приведе-
ны в таблицах 1 и 2. Полученные в результате значе-
ния упругих констант при нулевом давлении для 𝛼-Hf
𝐶11 = 183.44, 𝐶12 = 70.24, 𝐶13 = 68.1, 𝐶33 = 196.15,
𝐶44 = 54.58 ГПа находятся в хорошем согласии с рас-
четными данными: 𝐶11 = 183.9, 𝐶12 = 69.5, 𝐶13 = 66.5,
𝐶33 = 207.1, 𝐶44 = 52.0 ГПа [53] и эксперименталь-
ными данными: 𝐶11 = 181.1, 𝐶12 = 69.7, 𝐶13 = 67.8,
𝐶33 = 196.9, 𝐶44 = 55.7 ГПа [13].

В эксперименте Fisher и Renken 1964 года [13] упру-
гие модули Hf были измерены в диапазоне температур
от 4 K до 300 K методом интерференции ультразвуковых
волн. Результаты показывают, что анизотропия в тем-
пературной зависимости модулей сдвига для 𝛼-Hf тесно
связана с фазовым превращением ГПУ–ОЦК. Расчеты

Таблица 1. Упругие модули (в ГПа) в зависимости от
давления для ГПУ-решетки 𝛼-Hf вдоль кривой холодного
сжатия из первопринципных расчетов.

𝑃 , ГПа 𝐶11 𝐶12 𝐶13 𝐶33 𝐶44

0.00 183.44 70.24 68.10 196.15 54.58
0.48 185.23 71.02 69.03 198.43 54.83
2.78 193.27 75.49 72.84 207.69 55.93
5.28 201.64 79.57 77.08 217.95 56.56
8.01 210.47 83.02 81.59 230.32 56.61
11.01 219.38 86.91 86.40 243.03 56.11
14.31 227.65 92.78 91.34 254.97 55.40
17.92 235.20 100.46 96.65 267.82 54.51
21.88 242.31 107.76 102.62 281.60 52.28
26.20 249.96 113.24 109.09 296.33 48.58
30.90 260.33 119.24 117.05 311.85 46.21
36.12 272.74 127.94 126.19 329.17 45.53
41.80 281.53 137.63 135.84 348.90 43.74

Таблица 2. Упругие модули (в ГПа) в зависимости от
давления для гексагональной решетки 𝜔-Hf вдоль кривой
холодного сжатия из первопринципных расчетов.

𝑃 , ГПа 𝐶11 𝐶12 𝐶13 𝐶33 𝐶44

35.00 329.02 140.62 88.39 378.08 60.00
39.17 343.68 148.65 92.96 390.48 59.25
43.64 359.33 157.17 97.73 403.96 58.13
48.43 376.05 166.45 102.65 418.87 56.65
53.59 393.43 176.82 107.74 435.12 54.77
59.18 411.45 188.24 112.85 452.39 52.36
65.27 430.69 200.17 118.53 471.81 49.31
71.90 450.96 213.35 124.35 492.79 45.83
79.10 473.10 228.46 130.58 515.39 42.07

удельной теплоемкости решетки показывают, что эта
связь обусловлена высокотемпературной ангармонично-
стью тепловых колебаний.

Для кубической решетки только три упругих моду-
ля 𝐶11, 𝐶12 и 𝐶44 являются независимыми. Зависимость
указанных модулей от давления для 𝛽-Hf приведена на
рисунке 10.

Расчет зависимости упругих модулей от темпера-
туры был выполнен с использованием квазистатическо-
го приближения. Процедура расчета в рамках данного
подхода состоит из трех этапов. На первом шаге вос-
станавливается зависимость упругих модулей от объе-
ма при нулевой температуре. На втором шаге рассчи-
тывается зависимость равновесного объема от темпе-
ратуры при заданном давлении с использованием ква-
зигармонического приближения. Зависимость упругих
констант от объема затем аппроксимируется на конеч-
ные температуры. В рамках данного приближения пред-
полагается, что температурные зависимости компонент
тензора упругих констант вызваны исключительно теп-
ловым расширением кристалла. Однако в ряде работ
было показано, что это приближение хорошо описывает
экспериментальные зависимости [54]. Результаты расче-
тов зависимости упругих модулей 𝛼-фазы Hf от темпе-
ратуры представлены на рисунке 11. Следует отметить
весьма слабое падение упругих модулей с температурой.
Сравнение экспериментально измеренной зависимости
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Рисунок 11. Зависимость упругих модулей от температуры
для ГПУ-решетки 𝛼-Hf из первопринципных расчетов.
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Рисунок 12. Зависимость модуля объемного сжатия от тем-
пературы для ГПУ-решетки 𝛼-Hf из первопринципных рас-
четов. Черные круги — экспериментальные данные Fisher и
Renken [13].

от температуры модуля объемного сжатия [13] и рас-
считанной в данной работе показано на рисунке 12.

4. ВЫВОДЫ

С помощью метода функционала плотности и ква-
зигармонического приближения были рассчитаны тер-
модинамические и упругие свойства гафния до давле-
ния 110 ГПа и температуры 2000 К. Была получена
зависимость отношения параметров решетки 𝑐/𝑎 для
𝛼- и 𝜔-гафния от давления, обнаружено хорошее со-
гласие с экспериментальными измерениями [5]. Надеж-
ность полученных результатов была также подтвержде-
на сравнением кривой холодного сжатия для 𝛼-Hf с
экспериментальными данными [5, 11, 25]. Реконструи-
рованная кривая относительного теплового удлинения
𝛼-Hf согласуется с экспериментальными данными [44–
46]. Рассчитанный фононный спектр согласуется с ре-
зультатами измерений [8], но предсказывает более низ-
кие частоты оптических мод колебаний в окрестности
Γ-точки. Фазовая диаграмма Hf в области высокого дав-

ления, полученная из расчетов МФП, также согласует-
ся с экспериментами [4] и [5]. Модули упругости бы-
ли рассчитаны методом деформации–напряжения, бы-
ло установлено, что 𝛼-Hf механически стабилен в рас-
считанном диапазоне давлений. Было выполнено срав-
нение с результатами вычислений Zhang et al. [53] и
показано, что расчеты данной работы дают более вы-
сокие значения упругих модулей 𝐶11 в 𝛼-фазе и 𝐶11,
𝐶33 в 𝜔-фазе при высоких давлениях. Также выявлено
незначительное уменьшение величин упругих модулей
и модуля объемного сжатия с ростом температуры до
2000 K для 𝛼-Hf.
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Аннотация. Для многих органических веществ известно, что при комнатной температуре
(25 ∘C) они находятся в жидком состоянии, однако точное значение их температуры плавле-
ния остается неизвестным. Рассматривается задача прогнозирования температуры плавления
для таких веществ, а также более общая задача — предсказание температуры плавления для
всех органических соединений. В построении модели используются методы машинного обуче-
ния, основанные на анализе молекулярной структуры веществ. Алгоритм, предназначенный
для веществ с температурой плавления до 25 ∘C, демонстрирует среднеквадратичную ошиб-
ку, которая вдвое меньше, чем у универсального алгоритма, применимого ко всем органиче-
ским соединениям. Кроме того, разработан алгоритм, способный определять агрегатное состо-
яние вещества (жидкое или кристаллическое) при 25 ∘C, основываясь на структуре молекулы.
https://doi.org/10.33849/2024403

1. ВВЕДЕНИЕ

Температура плавления органических веществ иг-
рает важную роль во многих процессах [1]. В частности,
температура плавления позволяет проводить идентифи-
кацию веществ и анализ чистоты получаемого в синтезе
вещества [2]. Важное значение температура плавления
имеет для определения условий безопасного хранения и
транспортировки веществ. В рамках задач фармаколо-
гии особое значение имеет корреляция между темпера-
турой плавления веществ и их растворимостью [3, 4].

Температура плавления 𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 органических ве-
ществ также важна в задачах разработки электрохими-
ческих источников энергии [5]. Для работы таких си-
стем важное значение имеет используемый раствори-
тель. Он должен быть жидким во всем диапазоне ра-
бочих температур системы. Для систем, работающих
при комнатной температуре, это означает минимальное
требование 𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 < 25 ∘C. Обычно требуется темпера-
тура плавления в существенно более широком диапа-
зоне отрицательных температур [5]. Таким образом, в
рамках разработки электрохимических систем возника-
ет отдельная задача предсказания температуры плавле-
ния.

Для расчета температуры плавления активно ис-
пользуются различные теоретические методы, вклю-
чая метод молекулярной динамики [6–8]. Молекулярно-
динамическое моделирование затруднено сложностью
предсказания кристаллической структуры веществ.
Знание кристаллической структуры необходимо для
расчета энергии кристалла и, соответственно, равновес-
ной температуры плавления. Подобное моделирование
выполняется для небольших наборов различных моле-
кул в силу высокой вычислительной сложности.

Широкое распространение в предсказании темпе-
ратуры плавления получили методы машинного обу-
чения [9–11]. Они позволят быстро и эффективно
проводить предсказания температур плавления для
сотен тысяч веществ. Данные методы относятся к
классу методов QSPR (quantitative structure–property

relationship). Средняя точность таких методов состав-
ляет 30–50 K [9, 10]. Методы машинного обучения при-
меняются и для температуры плавления смеси моле-
кул [12].

Применимость методов машинного обучения обу-
словлена наличием достаточно больших баз эксперимен-
тальных данных по температуре плавления. Размер до-
ступных баз варьируется в диапазоне от 2 000 [13] до
230 000 молекул [11].

Несмотря на большое число работ по предсказа-
нию температуры плавления органических молекул ме-
тодами машинного обучения, большинство исследова-
ний ориентировано на построение моделей для фарма-
кологических молекул с высокой температурой плавле-
ния. При этом модели для молекул с низкой температу-
рой плавления отсутствуют.

В данной работе мы проводим построение и ана-
лиз модели, разработанной специально для органиче-
ских веществ с низкой температурой плавления (жидко-
стей). Показано, что такой подход позволяет существен-
но повысить точность модели по сравнению с общей за-
дачей рассмотрения всего диапазона температур плав-
ления. Кроме того, построен классификатор, позволя-
ющий с высокой точностью определить — является ли
вещество жидкостью при комнатной температуре или
нет, что может быть полезно в задачах электрохимии.

При описании фазового перехода могут использо-
ваться термины: температура плавления и температу-
ра кристаллизации. В данной работе будет применяться
термин температура плавления, исходя из того, что рас-
сматривается конгруэнтный фазовый переход, при кото-
ром температуры плавления и кристаллизации совпа-
дают.

В разделе 2 проведено описание методики машин-
ного обучения. В разделе 3 описывается построение
стандартного метода предсказания температуры плав-
ления и анализ имеющихся массивов данных по тем-
пературам плавления. В разделе 4 описывается по-
строенный метод классификации веществ на жидко-
сти (𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 < 25 ∘C) и твердые тела (𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 > 25 ∘C).
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В разделе 5 построена модель предсказания темпера-
туры плавления, специализированная для диапазона
𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 < 25 ∘C.

2. МЕТОД РАСЧЕТА

Использованы как существующие базы эксперимен-
тальных данных, так и разработанная самостоятельно
с использованием базы PubChem [14]. В PubChem ука-
заны не только температуры плавления веществ, но и
оценки из литературы, говорящие — является ли дан-
ное вещество жидкостью или твердым телом. Пред-
полагается, что эти данные указаны в справочниках
для температуры, при которой вещество исследовалось.
Обычно предполагается, что это комнатная темпера-
тура. Выбраны 1500 записей базы PubChem, в которых
указано, как в физико-химической литературе класси-
фицируется данное вещество (жидкость/твердое тело)
и указана температура плавления. На их основе в разде-
ле 4 показано, что, говоря о том — является ли вещество
жидкостью или твердым телом, в большинстве случаев
авторы справочников имеют в виду состояние вещества
при температуре примерно 𝑇 =25 ∘C. Обучение моделей
проведено на выверенной по точности выборке Bradley
et al. [15].

Для построения модели использовался метод гра-
диентного бустинга. Градиентный бустинг [16, 17] — это
метод ансамблирования [18] моделей машинного обу-
чения, который объединяет множество простых моде-
лей для создания более мощного предсказателя. Ключе-
вая идея — последовательно строить модели, где каж-
дая следующая модель корректирует ошибку имеющей-
ся на данный момент суммарной модели. Самая распро-
страненная версия бустинга использует решающие де-
ревья [19] в качестве базовых моделей. Одна из самых
распространенных реализаций алгоритма бустинга, ко-
торая получила свою популярность благодаря возмож-
ности успешно работать с категориальными признака-
ми, сделана во фреймворке Catboost [20].

В нашей работе мы использовали модель классифи-
кации CatBoostClassifier и регрессии CatBoostRegressor.
Для задачи классификации фазового состояния веще-
ства в качестве целевой функции выбирается бинарная
кросс-энтропия, а для задачи регрессии — среднеквад-
ратичная ошибка.

Модель градиентного бустинга на решающих де-
ревьях [19] обладает большим плюсом: ее результаты
хорошо интерпретируются. Интерпретировать резуль-
тат можно при помощи нахождения важности призна-
ков (feature importance — fi) [16, 20], которые подаются
на вход модели. Один из основных методов нахожде-
ния важности признаков основан на том, чтобы опреде-
лять вклад каждого признака в итоговое предсказание
(prediction value change). В библиотеке Catboost итого-
вое предсказание нормируют от 0 до 1.

Формула для вычисления важности признака 𝑃 —
fiP, выглядит так:

fi𝑃 =
∑︁

деревья, листья

(︀
(𝑣1 − avr)2 · 𝑐1 + (𝑣2 − avr)2 · 𝑐2

)︀
,

где суммирование проводится по всем деревьям и всем
терминальным вершинам дерева, в разделении которых
участвует признак 𝑃 . Параметры 𝑐1 и 𝑐2 представляют

число объектов в левом и правом листьях дерева соот-
ветственно, 𝑣1 и 𝑣2 соответствуют предсказаниям цели
(метка или значение функции) для объектов, попавших
в эти листья, avr — это взвешенное среднее предсказан-
ных значений из левого и правого листьев, вычисляемое
по формуле:

avr =
𝑣1 · 𝑐1 + 𝑣2 · 𝑐2

𝑐1 + 𝑐2
.

Также в библиотеке Catboost важность признаков нор-
мируется на единицу.

Другая, использованная нами модель, основанная
на ансамблировании моделей машинного обучения —
случайный лес (Random Forest) [21]. Случайный лес —
это бэггинг [17, 18] моделей решающих деревьев [19]
с небольшой глубиной. Бэггинг основан на усреднении
предсказания нескольких моделей, обученных на бут-
стрепных выборках, полученных из исходной. В нашей
работе мы использовали имплементацию решающего ле-
са из библиотеки Scikit-learn [22] для Python.

В построении моделей использованы 93 молеку-
лярных признака из библиотеки RDKit [23]. Наи-
большую значимость имеют признаки: NumHBD —
число доноров водородной связи, NumHeavyAtoms —
число тяжелых атомов, MolWt — вес молекулы,
LogP — расчетное значение липофильности, TPSA —
суммарная площадь поверхности полярных атомов,
NumRotatableBonds — число химических связей с тор-
сионными углами, FractionCSP3 — доля 𝑠𝑝3 углеро-
дов, NumAromaticRings — число ароматических ко-
лец, FractionRotatableBonds — доля химических свя-
зей с торсионными углами, NumRings — число колец
в молекуле, NumHeteroatoms — число гетероатомов,
Chi(0/1/2/3/4)v — индексы чи [24]. Индексы чи ранга
𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2, 3, 4) [24] соответствуют сумме попарных
произведений атомных номеров атомов во всех связных
подграфах молекулярного графа с числом ребер 𝑖. Вер-
шинам молекулярного графа соответствуют атомы мо-
лекулы, а ребрам графа — химические связи между эти-
ми атомами.

3. ПРЕДСКАЗАНИЕ ПЛАВЛЕНИЯ
В ШИРОКОМ ДИАПАЗОНЕ ТЕМПЕРАТУР

Построена модель предсказания температуры плав-
ления органических веществ в широком диапазоне тем-
ператур. Данная модель незначительно улучшает ре-
зультаты существующих аналогичных моделей и слу-
жит для подтверждения методологии и сравнения с бо-
лее точными моделями в разделах 4, 5.

Модель обучена на выборке Bradley et al. [15]. Раз-
мер тестовой выборки составил 20% от размера всей вы-
борки. Общий размер выборки 25 000 молекул. Среднее
значение температуры плавления в выборке +90.6 ∘C.
Диапазон температур от −199 ∘C до +562 ∘C.

Результаты в сравнении с работами других авто-
ров представлены в таблице 1. Видно, что разработан-
ная модель незначительно опережает по точности ра-
боты других авторов. Это подтверждает корректность
методологии обучения модели. Кроме того, одинаковая
точность в предлагаемой модели и в работах других ав-
торов может свидетельствовать, что точность ограни-
чена не свойствами модели, а свойствами обучающей
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Таблица 1. Точность модели, предложенной в настоящей
работе, и моделей из литературы. 𝑅2 — коэффициент детер-
минации.

Работа среднеквадратичная ошибка (∘C) 𝑅2

Эта работа 36.26 0.84
Tetko et al. [11] 36.8 -
Weiming et al.[9] 36.88 0.83

Рисунок 1. Оценка значимости признаков в задаче пред-
сказания температуры плавления во всем температурном
диапазоне (от −199 ∘C до +562 ∘C). Показаны 13 наиболее
значимых (значимость > 0.02) признаков из 93.

выборки, которая не является достаточной для получе-
ния более высокой точности.

Результаты анализа значимости признаков пока-
заны на рисунке 1. Проведенный анализ показал наи-
большую значимость признаков TPSA и NumRings.
TPSA (topological polar surface area) — суммарная пло-
щадь поверхности полярных атомов (кислород/азот).

4. КЛАССИФИКАТОР ФАЗОВОГО
СОСТОЯНИЯ ПРИ 25 ∘C

Разработан метод классификации веществ на жид-
кости и твердые тела. Жидкостями считаются вещества
с температурой плавления 𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 < 25 ∘C. Твердыми
телами считаются вещества с температурой плавления
𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 > 25 ∘C.

Очевидным вариантом такого классификатора мог
бы являться подход, при котором вначале определяется
𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 ( моделью из пункта 3) и затем жидкости делятся
на основе предсказанной температуры (простым сравне-
нием с 𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 = 25 ∘C). Вторым вариантом может быть
построение модели, которая возвращает не температу-
ру плавления, а только два варианта значений: 0 — если
𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 < 25 ∘C и 1 — если 𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 > 25 ∘C. Назовем такой
метод прямым классификатором.

Проведено сравнение построенного прямого класси-
фикатора с алгоритмом регрессии, который определяет

Рисунок 2. Оценка значимости признаков в задаче пред-
сказания температуры плавления при 𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 < 25 ∘C. Пока-
заны 14 наиболее значимых (значимость > 0.02) признаков
из 93.

температуру плавления, а затем эта температура срав-
нивается с величиной 𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 = 25 ∘C. Показано, что по-
строенный прямой классификатор существенно точнее
такого метода.

Количество твердых тел, некорректно классифици-
рованных как жидкости, составляет 4% для предлагае-
мого прямого классификатора и 8% для классифика-
тора на основе температуры. Коэффициент детермина-
ции 𝑅2 составляет 0.8 и 0.7 соответственно. Таким об-
разом, в предлагаемом методе в 2 раза снижается коли-
чество ложно-положительных результатов по предска-
занию жидкости по сравнению с классификатором на
основе температуры.

Повышение точности при использовании специали-
зированного классификатора связанно с тем, что ал-
горитм регрессии температуры минимизирует ошибку
в широком температурном диапазоне. При этом для
классификации более важное значение имеет именно
предсказание граничных молекул с температурой плав-
ления близкой к 𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 = 25 ∘C. Вещества с очень вы-
сокой и очень низкой температурой плавления доста-
точно просто классифицировать и поэтому предлагае-
мый классификатор не фокусируется на предсказании
их свойств, в отличие от регрессионного алгоритма.

Выбор температуры 𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 = 25 ∘C в качестве тем-
пературы разделения веществ на жидкости и твердые
тела исходит не только из общих соображений, но и
из классификации веществ, распространенной в науч-
ной литературе. Для анализа массива литературы ис-
пользовалась база молекул PubChem [14]. По данным
PubChem из всех веществ, которые отмечены в лите-
ратуре как жидкости, 82% имеют температуру плавле-
ния менее 25 ∘C. При этом 99% веществ, отмеченных
как твердые тела, имеют температуру плавления бо-
лее 25 ∘C. При критерии > 35 ∘C число некорректно-
определенных твердых тел становится равным 4% (вме-
сто 1% при 25 ∘C).
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5. ПРЕДСКАЗАНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ
ПЛАВЛЕНИЯ ДЛЯ ВЕЩЕСТВ
С ТЕМПЕРАТУРОЙ ПЛАВЛЕНИЯ ДО 25 ∘C

Основным результатом данного раздела является
построение модели предсказания температуры плавле-
ния, специализированной для веществ с 𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 < 25 ∘C.
Показано, что априорное знание о жидком состоянии
вещества при комнатной температуре (𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 < 25 ∘C)
позволяет существенно повысить точность предсказа-
ния температуры плавления.

Увеличение точности связанно не только с умень-
шением разброса точек в тестовой выборке. Улучше-
ние точности модели, обученной на всем диапазоне тем-
ператур (раздел 3), при тестировании на ограничен-
ном диапазоне приводит к среднеквадратичной ошибке
RMSE = 27.6 ∘C вместо RMSE = 36.26 ∘C. Таким обра-
зом повышение точности составляет 25%.

При этом точность метода, обученного и приме-
ненного для данных при 𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 < 25 ∘C, составляет
RMSE = 18.8 ∘C. Таким образом, снижение погрешности
по сравнению с универсальной моделью, примененной
к узкому диапазону температур, составляет 32%. Отно-
сительно общего метода, примененного к широкому диа-
пазону температур, достигается снижение погрешности
в два раза.

Проведена оценка значимости признаков для дан-
ной задачи. Результаты приведены на рисунке 2.
Данные результаты уместно рассматривать в сравне-
нии со значимостью признаков для решения общей за-
дачи в широком температурном диапазоне (рисунок 1).
Видно, что модель, специализированная для жидкостей,
имеет меньший разброс значимости признаков. Кроме
того, большое значение начинает играть вес молекулы.

Визуализация сравнения точности методов, обучен-
ных на всем температурном диапазоне и только на жид-
костях, представлена на рисунке 3. Видно, что разброс
точек предлагаемого метода существенно меньше раз-
броса точек универсального метода.

6. ВЫВОДЫ

На основе имеющегося массива экспериментальных
данных построены три модели машинного обучения для
температуры плавления веществ.
� Модель 1: предсказание температуры плавления ве-
ществ в широком (−199 ∘C +562 ∘C) диапазоне тем-
ператур. Результаты данной модели хорошо совпа-
дают с данными литературы. Это подтверждает кор-
ректность методологии и позволяет использовать эту
модель для сравнения.

� Модель 2: классификация веществ на жидкости
(𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 < 25 ∘C) и твердые тела (𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 > 25 ∘C).
Показано, что разработанный подход является су-
щественно более точным (в 2 раза меньше твердых
веществ, ошибочно определенных как жидкости) по
сравнению со стандартным предсказанием темпера-
туры плавления (моделью 1) и сравнением получен-
ной величины с 𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 = 25 ∘C.

� Модель 3: предсказание температуры плавления
в диапазоне температур 𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 < 25 ∘C. Данная мо-
дель обладает существенно более высокой (на 32%)
точностью по сравнению с применением модели 1 к
данному диапазону температур.

Рисунок 3. Сравнение экспериментальных данных 𝑇𝑒𝑥𝑝 и
данных модели машинного обучения 𝑇𝑀𝐿. Красные точки —
температура плавления, полученная методом, обученным на
широком диапазоне температур (раздел 3). Зеленые точки —
методом, обученным специализированно на диапазоне тем-
ператур 𝑇𝑚𝑒𝑙𝑡 < 25 ∘C. Диагональная прямая соответству-
ет идеальному согласию предсказаний модели и эксперимен-
тальных данных.

Показано, что специализация модели для работы
с жидкостями позволяет существенно повысить ее точ-
ность.
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Аннотация. В данной работе мы рассматриваем выражения для статистической суммы клас-
сического и ферми-газа в отсутствие взаимодействия, а также соответствующие им выражения
для энергии. На примере этих простых систем мы показываем характерные проблемы, которые
обычно возникают при моделировании взаимодействующих систем. Особенное внимание уделе-
но проблеме знаков, которая может быть эффективно устранена с помощью замены переменных,
представленной в работах В.С. Филинова с соавторами. Данная замена позволяет не только свести
сумму по перестановкам в статистической сумме фермионов к неотрицательному детерминанту,
но и аналитически выполнить интегрирование по траекториям в случае отсутствия взаимодей-
ствия. https://doi.org/10.33849/2024404

1. ВВЕДЕНИЕ

Методы Монте-Карло являются основой для перво-
принципного расчета термодинамических свойств раз-
личных веществ и модельных систем [1, 2]. Эти мето-
ды позволяют, теоретически, вычислять многомерные
интегралы с любой заданной точностью, что делает
их чрезвычайно полезными в статистической физике.
Кроме того, они дают возможность определять средние
значения термодинамических величин вне зависимости
от уровня неидеальности или вырождения системы.

Ключевой величиной для первопринципного моде-
лирования в 𝑁𝑉 𝑇 -ансамбле является оператор плотно-
сти (или матрица плотности) в координатном представ-
лении [3]. След этого оператора определяет статистиче-
скую сумму системы. В соответствии с подходом Фейн-
мана [4], статистическая сумма может быть представле-
на в виде интегралов по траекториям, где граничные
условия на траектории определяют статистику, кото-
рой подчиняются частицы. В численном моделировании
интеграл по траекториям заменяется повторным инте-
гралом, а сами траектории являются ломаными линия-
ми [2, 5]. Термодинамические величины, такие как энер-
гия и давление, выражаются как средние по ансамблю
таких траекторий в координатном пространстве.

Взаимодействие между частицами учитывается с
помощью формулы Троттера для ограниченных снизу
потенциалов [6]. В случае неограниченных потенциалов
взаимодействие можно учесть методом псевдопотенци-
алов [7], например, с помощью высокотемпературного
решения Кельбга для матрицы плотности в первом по-
рядке теории возмущений [8, 9] или вычисления суммы
Слэтера [10]. Так как подходы Троттера и Кельбга яв-
ляются точными только в пределе высоких температур,
необходимо использовать представление статистической
суммы в виде интегралов по траекториям, с помощью
которого становится возможным рассматривать в прин-
ципе любые конечные температуры.

Стоит также отметить, что на основании пред-
ставления интегралов по траекториям без перестановок
можно построить метод молекулярной динамики с инте-
гралами по траекториям [11] для учета конечного разме-
ра частиц. Оказывается, что в некоторых случаях, осо-
бенно при малых температурах, такой учет квантовых

эффектов может оказывать влияние на динамические и
структурные свойства молекул [12].

Хотя формализм интегралов по траекториям позво-
ляет в теории получать результаты с произвольной точ-
ностью для многочастичных квантовых систем, при его
применении возникают несколько сложностей. Одной из
главных проблем является проблема знаков, которая
особенно актуальна для фермионов. Она заключается
в том, что некоторые траектории вносят отрицатель-
ный вклад в статистическую сумму, из-за чего стандарт-
ные методы Монте-Карло становятся неприменимыми.
Для преодоления этой проблемы было разработано мно-
жество методов, которые либо основаны на неконтроли-
руемых приближениях, либо требуют огромных вычис-
лительных затрат, ограничивая число частиц в моде-
лировании несколькими десятками (или даже единица-
ми) [13, 14].

Недавно В.С. Филинов с соавторами предложил за-
мену переменных, которая позволяет устранить пробле-
му знаков без потери точности [15]. В этом подходе ис-
пользуются так называемые “замкнутые” траектории,
благодаря которым перестановки в статистической сум-
ме сводятся к вычислению неотрицательного детерми-
нанта. Этот метод позволяет избежать экспоненциаль-
ного роста статистической погрешности с увеличением
числа частиц, характерного для метода перевзвешива-
ния [16] (см. раздел 4.2).

В настоящей работе мы рассматриваем идеи из [15]
на примерах идеального больцмановского и ферми-
газа. Мы демонстрируем явные преимущества подхо-
да В.С. Филинова при моделировании с интегралами
по траекториям. Несмотря на то, что рассматриваемые
в данной работе системы достаточно просты, а их тер-
модинамические свойства хорошо известны, предложен-
ные методы легко обобщаются на взаимодействующие
системы. Следует отметить, что при этом могут воз-
никать дополнительные сложности, особенно связанные
с суммированием по перестановкам.

2. МАТРИЦА ПЛОТНОСТИ

Термодинамические свойства квантовой системы
с гамильтонианом 𝐻̂ при температуре 𝑇 можно вычис-
лить из матрицы плотности, 𝜌(𝛽), и ее координатного
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представления, 𝜌(R,R′;𝛽):

𝜌(𝛽) = exp(−𝛽𝐻̂), 𝜌(R,R′;𝛽) = ⟨R|𝜌(𝛽)|R′⟩, (1)

где 𝛽 = (𝑘𝑇 )−1, R = (r1, . . . , r𝑁 ) — координаты всех
частиц системы и 𝑘 — постоянная Больцмана. Матрица
плотности удовлетворяет следующему дифференциаль-
ному уравнению:

𝑑𝜌(𝛽)

𝑑𝛽
= −𝐻̂𝜌(𝛽), (2)

которое называется уравнением Блоха. Используя то,
что гамильтониан 𝐻̂ коммутирует сам с собой, можно
представить оператор плотности в виде 𝑛+1 одинаковых
экспоненциальных сомножителей:

exp(−𝛽𝐻̂) =

𝑛∏︁
𝑘=0

exp(−𝜀𝐻̂), (3)

где 𝜀 = 𝛽/(𝑛+1). Используя далее соотношение полноты
для координатного базиса, можно представить матрицу
плотности в виде 𝑛 повторных интегралов:

𝜌(R,R′;𝛽) =

∫︁
𝑑R1 . . . 𝑑R𝑛×

× 𝜌(R,R1; 𝜀)𝜌(R1,R2; 𝜀) . . . 𝜌(R𝑛,R
′; 𝜀), (4)

где R𝑘 = (r1,𝑘, . . . , r𝑁,𝑘). В пределе 𝑛 → ∞ можно полу-
чить представление матрицы плотности в виде функци-
онального интеграла по непрерывным траекториям [4].
Мы будем рассматривать только конечные значения 𝑛.

Статистическая сумма есть след оператора плотно-
сти. В общем случае тождественных частиц:

𝑍(𝛽) =
1

𝑁 !

∑︁
𝑃

𝜎𝑃

∫︁
𝑉 𝑁

𝑑R0

∫︁
𝑑R1 . . . 𝑑R𝑛×

× 𝜌(R0,R1; 𝜀)𝜌(R1,R2; 𝜀) . . . 𝜌(R𝑛,R𝑛+1; 𝜀), (5)

где R𝑛+1 = 𝑃R0; 𝑃 — оператор перестановки с чет-
ностью 𝑃 ; 𝜎𝑃 = 1 для бозе-системы и 𝜎𝑃 = (−1)𝑃

для ферми-системы [4]. В пределе малого вырождения
основной вклад в статистическую сумму вносит толь-
ко тождественная перестановка; такая статистическая
сумма соответствует распределению Больцмана. Зача-
стую, в случае больцмановских частиц (которые также
называют больцманонами), фактор 1/𝑁 ! не указывает-
ся; такую статистическую сумму мы будем обозначать
𝑄(𝛽):

𝑄(𝛽) =

∫︁
𝑉 𝑁

𝑑R0

∫︁
𝑑R1 . . . 𝑑R𝑛×

× 𝜌(R0,R1; 𝜀)𝜌(R1,R2; 𝜀) . . . 𝜌(R𝑛,R0; 𝜀). (6)

Оператор плотности в координатном представле-
нии для невзаимодействующей классической системы
можно получить достаточно просто. Так как оператор
плотности 𝑁 невзаимодействующих классических ча-
стиц факторизуется, рассмотрим оператор плотности
для одной частицы в координатном представлении:

𝜌(r, r′;𝛽) = ⟨r| exp
(︀
−𝛽p̂2/(2𝑚)

)︀
|r′⟩. (7)

Далее дважды воспользуемся условием полноты им-

пульсного базиса, и получим:

𝜌(r, r′;𝛽) =
∫︁

𝑑p𝑑g⟨r|p⟩⟨p|𝑒−𝛽p̂2/(2𝑚)|g⟩⟨g|r′⟩ =

=

∫︁
𝑑p𝑒−𝛽p2/(2𝑚)⟨r|p⟩⟨p|r′⟩ =

=

∫︁
𝑑p

(2𝜋~)3
𝑒−𝛽p2/(2𝑚)𝑒𝑖p·(r−r

′)/~ =

=

(︂
𝑚

2𝜋~2𝛽

)︂3/2

exp

(︂
−𝑚(r− r′)2

2~2𝛽

)︂
. (8)

Тогда для 𝑁 частиц получаем (𝜅2 ≡ 𝑚/(2𝜋~2𝛽)):

𝜌(R,R′;𝛽) = 𝜅3𝑁 exp

[︃
−𝜋𝜅2

𝑁∑︁
𝑖=1

(r𝑖 − r′𝑖)2
]︃
. (9)

Такое же уравнение было получено в [4] в результате ре-
шения уравнения Блоха (2). Полученная матрица плот-
ности может быть использована дальше для вычисле-
ния термодинамических свойств невзаимодействующих
частиц, как в случае больцмановской статистики, так и
в случае неразличимых частиц (Ферми или Бозе).

Теперь рассмотрим представление классического
невзаимодействующего (идеального) газа 𝑁 частиц с
интегралами по траекториям.

3. ИДЕАЛЬНЫЙ БОЛЬЦМАНОВСКИЙ ГАЗ

Рассмотрим самый простой случай: невзаимодей-
ствующий газ 𝑁 частиц (без обмена, классический иде-
альный газ). Тогда статистическая сумма 𝑄(𝛽) выража-
ется следующим образом:

𝑄(𝛽) = Sp𝜌(𝛽) =

∫︁
𝑉 𝑁

𝑑R0𝜌(R0,R0;𝛽). (10)

Как было показано выше (9), матрица плотности для
невзаимодействующих частиц известна точно для лю-
бой температуры. В результате, представление стати-
стической суммы в виде интегралов по траекториям не
является необходимым, а экспонентна в выражении (9)
равна 1; следовательно

𝑄(𝛽) =

∫︁
𝑉 𝑁

𝑑R0𝜅
3𝑁 = 𝜅3𝑁𝑉 𝑁 , (11)

откуда сразу же получаем известный ответ для энергии
(все частные производные по 𝛽 полагаются при фикси-
рованном объеме системы 𝑉 ):

𝛽𝐸 = −𝛽
𝜕 ln𝑄(𝛽)

𝜕𝛽
= 3𝑁/2. (12)

3.1. Идеальный газ в представлении интегралов по

траекториям

Воспользуемся теперь разбиением на интегралы по
траекториям (𝜀 = 𝛽/(𝑛+1)) в выражении для статисти-
ческой суммы (10):

𝑄(𝛽) =

∫︁
𝑉 𝑁

𝑑R0

∫︁
𝑑R1 . . . 𝑑R𝑛

𝑛∏︁
𝑘=0

𝜌(R𝑘,R𝑘+1; 𝜀) =

= (𝑛+ 1)
3𝑁
2 (𝑛+1)

𝜅3𝑁(𝑛+1)×

×
∫︁

𝑑ℛ exp

[︃
−𝜋(𝑛+ 1)𝜅2

𝑛∑︁
𝑘=0

(R𝑘 −R𝑘+1)
2

]︃
, (13)
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где последняя координата R𝑛+1 =
(r1,𝑛+1, r2,𝑛+1, . . . , r𝑁,𝑛+1) = R0. Для удобства здесь
введено обозначение ℛ = (R0,R1, . . . ,R𝑛), а также
символ дифференциала 𝑑ℛ = 𝑑R0 . . . 𝑑R𝑛. Под симво-
лом (R𝑘 −R𝑘+1)

2 понимается сумма по всем частицам,∑︀𝑁
𝑖=1(r𝑖,𝑘 − r𝑖,𝑘+1)

2. Для начала рассчитаем энергию
напрямую из (13):

𝛽𝐸=−𝛽
𝜕 ln𝑄(𝛽)

𝜕𝛽
=− 𝛽

𝑄(𝛽)

𝜕

𝜕𝛽

{︃(︀
𝜅2(𝑛+ 1)

)︀3𝑁(𝑛+1)/2 ×

×
∫︁

𝑑ℛ exp

[︃
−𝜋(𝑛+ 1)𝜅2

𝑛∑︁
𝑘=0

(R𝑘 −R𝑘+1)
2

]︃}︃
. (14)

Зависимость от температуры присутствует только в пе-
ременной 𝜅 = 𝜅(𝛽):

𝛽𝐸 =
3𝑁

2
(𝑛+ 1)−

(︀
(𝑛+ 1)𝜅2

)︀3𝑁(𝑛+1)/2 ×

×
∫︁

𝑑ℛ
𝑄(𝛽)

exp

[︃
−𝜋(𝑛+ 1)𝜅2

𝑛∑︁
𝑘=0

(R𝑘 −R𝑘+1)
2

]︃
×

× 𝜋(𝑛+ 1)𝜅2
𝑛∑︁

𝑘=0

(R𝑘 −R𝑘+1)
2. (15)

В результате, получаем следующее выражение для
энергии:

𝛽𝐸 =
3𝑁

2
(𝑛+ 1)− 𝜋(𝑛+ 1)𝜅2

⟨
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑁∑︁
𝑖=1

(r𝑖,𝑘 − r𝑖,𝑘+1)
2

⟩
.

(16)

В данной работе, усреднение ⟨𝑓(ℛ)⟩ означает сле-
дующее выражение:

⟨𝑓(ℛ)⟩ =
∫︀
𝑊 (ℛ)𝑓(ℛ) 𝑑ℛ∫︀

𝑊 (ℛ) 𝑑ℛ
, (17)

где 𝑊 (ℛ) отражает вес каждой конфигурации, ко-
торый, вообще говоря, может быть как положитель-
ным, так и отрицательным (см. также раздел 4.2).
При усреднении в выражении (16) используется 𝑊 (ℛ),
соответствующая статистической сумме (13) (то есть
𝑄(𝛽) =

∫︀
𝑊 (ℛ)𝑑ℛ).

Формула (16) зачастую используется в работах по
моделированию с интегралами по траекториям для рас-
чета кинетической энергии. Несмотря на формальную
корректность этого выражения, оно обладает особенно-
стью в пределе 𝑛 → ∞, так как каждое слагаемое рас-
ходится в этом пределе:

3𝑁

2
(𝑛+ 1) −−−−→

𝑛→∞
∞, (18)

𝜋(𝑛+ 1)𝜅2

⟨
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑁∑︁
𝑖=1

(r𝑖,𝑘 − r𝑖,𝑘+1)
2

⟩
−−−−→
𝑛→∞

∞, (19)

хотя их сумма 𝛽𝐸 остается конечной. Такое поведе-
ние приводит к увеличению статистической погрешно-
сти полной энергии с увеличением 𝑛, что будет показано
далее (см. таблицу 1).

3.2. Безразмерные переменные

Тем не менее, этой расходимости и увеличения по-
грешности можно избежать. Для этого мы вводим заме-
ну переменных, представленную в работах В.С. Фили-

нова с соавторами (см. например [5]):
(𝜂1,𝑘, . . . ,𝜂𝑁,𝑘) = H𝑘 = 𝜅(R𝑘 −R𝑘−1), (20)

𝜂𝑖,𝑘 = 𝜅(r𝑖,𝑘 − r𝑖,𝑘−1), 𝑘 ∈ [1, . . . , 𝑛+ 1], (21)
причем дифференциалы преобразуются следующим об-
разом:

𝑑H𝑘 = 𝜅3𝑁𝑑(R𝑘 −R𝑘−1) = 𝜅3𝑁𝑑R𝑘, (22)

𝑑𝜂𝑖,𝑘 = 𝜅3𝑑(r𝑖,𝑘 − r𝑖,𝑘−1) = 𝜅3𝑑r𝑖,𝑘. (23)
При этом, координаты R𝑚 на 𝑚-ом слое выражается
через R0:

R𝑚 = R0 + 𝜅−1
𝑚∑︁

𝑘=1

H𝑘. (24)

Тогда безразмерная переменнаяH𝑛+1 выражается через
все промежуточные:

H𝑛+1 = −𝜅(R𝑛 −R0) = −
𝑛∑︁

𝑘=1

H𝑘, (25)

𝜂𝑖,𝑛+1 = −𝜅(r𝑖,𝑛 − r𝑖,0) = −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜂𝑖,𝑘, (26)

вследствие граничных условий R𝑛+1 = R0. Статисти-
ческая сумма (13) после замены переменных принимает
вид:

𝑄(𝛽) = 𝜅3𝑁 (𝑛+ 1)3𝑁(𝑛+1)/2

∫︁
𝑉 𝑁

𝑑R0×

×
∫︁

𝑑H1 . . . 𝑑H𝑛 exp

[︃
−𝜋(𝑛+ 1)

𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜂2
𝑖,𝑘

]︃
. (27)

В результате интегрирование производится по безраз-
мерным переменным H𝑘 в бесконечных пределах, а вся
температурная зависимость перешла в предэкспоненци-
альный множитель. Тогда, рассчитывая производную
по температуре, получим:

𝛽𝐸 = −𝛽
𝜕 ln𝑄(𝛽)

𝜕𝛽
= −

1

𝑄(𝛽)
𝛽
𝜕𝜅3𝑁

𝜕𝛽
(𝑛+ 1)3𝑁(𝑛+1)/2×

×
∫︁

𝑉 𝑁

𝑑R0

∫︁
𝑑H1 . . . 𝑑H𝑛 exp

[︃
−𝜋(𝑛+ 1)

𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜂2
𝑖,𝑘

]︃
.

(28)

Так как
𝜕𝜅

𝜕𝛽
= −

𝜅

2𝛽
,

𝜕𝜅3𝑁

𝜕𝛽
= −

3𝑁

2𝛽
𝜅3𝑁 , (29)

мы получаем известный результат

𝛽𝐸 =
3𝑁

2
. (30)

Таким образом, для любой конфигурацииℛ энергия по-
лучается равной 3𝑁/2.

Тем не менее, возникает вопрос, каким образом
можно получить напрямую эквивалентность выраже-
ний для энергии (16) и (30)?

3.3. Интегрирование статистической суммы

идеального газа по траекториям

Во-первых, можно заметить, что интегралы по пе-
ременным H𝑘 в выражении (27) можно взять анали-
тически. Сначала используем то, что статистическая

24
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сумма факторизуется:

𝑄(𝛽) =

𝑁∏︁
𝑖=1

𝐼𝑖, (31)

где

𝐼𝑖 = 𝜅3(𝑛+ 1)3(𝑛+1)/2

∫︁
𝑉

𝑑r𝑖,0×

×
∫︁

𝑑𝜂𝑖,1 . . . 𝑑𝜂𝑖,𝑛 exp

[︃
−𝜋(𝑛+ 1)

𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝜂2
𝑖,𝑘

]︃
. (32)

Так как все интегралы 𝐼𝑖 для разных 𝑖 имеют одну и ту
же форму, мы пропустим индекс 𝑖 и будем писать 𝐼𝑖 ≡ 𝐼.
Также мы воспользуемся явно выражением для пере-
менной 𝜂𝑖,𝑛+1 из уравнения (26). Тогда интеграл прини-
мает вид:

𝐼 = 𝜅3(𝑛+ 1)3(𝑛+1)/2

∫︁
𝑉

𝑑r0

∫︁
𝑑𝜂1 . . . 𝑑𝜂𝑛×

× exp

⎡⎣−𝜋(𝑛+ 1)

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝜂2
𝑘 +

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜂𝑘

)︃2
⎞⎠⎤⎦ . (33)

Проинтегрируем для начала по переменной 𝜂𝑛. Для это-
го мы введем следующую замену:

w𝑛 =

𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝜂𝑘, 𝑤𝑛 = |w𝑛|, (34)

𝑞2𝑛 =

𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝜂2
𝑘. (35)

Тогда интеграл по 𝜂𝑛 принимает вид:∫︁
R3

𝑑𝜂𝑛 exp

⎧⎨⎩−𝜋(𝑛+ 1)

⎡⎣ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝜂2
𝑘 +

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜂𝑘

)︃2
⎤⎦⎫⎬⎭ =

=

∫︁
R3

𝑑𝜂𝑛𝑒
−𝜋(𝑛+1)𝑞2𝑛𝑒−𝜋(𝑛+1)[𝜂 2

𝑛+(𝜂 𝑛+w𝑛)
2]. (36)

Раскрывая скобки в экспоненте и переходя к сфериче-
ским координатам (𝜂𝑛 · w𝑛 = 𝜂𝑛𝑤𝑛𝑢𝑛, 𝑢𝑛 есть косинус
угла между векторами 𝜂𝑛 и w𝑛 и меняется от 1 до −1),
получаем:

∞∫︁
0

𝑑𝜂𝑛2𝜋𝜂
2
𝑛𝑒

−𝜋(𝑛+1)(𝑞2𝑛+𝑤2
𝑛)×

×
1∫︁

−1

𝑑𝑢𝑛𝑒
−2𝜋(𝑛+1)[𝜂2

𝑛+𝜂𝑛𝑤𝑛𝑢𝑛] =
𝑒−𝜋(𝑛+1)(𝑞2𝑛+𝑤2

𝑛/2)

2
√
2(𝑛+ 1)3/2

.

(37)

Для взятия интеграла по переменной 𝜂𝑛−1 заметим, что

𝑞2𝑛 + 𝑤2
𝑛/2 = 𝜂2

𝑛−1 + 𝑞2𝑛−1 + (𝜂𝑛−1 +w𝑛−1)
2/2. (38)

Тогда, проделывая аналогичную процедуру интегриро-
вания, получаем:∫︁

R3

𝑑𝜂𝑛−1

𝑒−𝜋(𝑛+1)(𝑞2𝑛+𝑤2
𝑛/2)

2
√
2(𝑛+ 1)3/2

=
𝑒−𝜋(𝑛+1)(𝑞2𝑛−1+𝑤2

𝑛−1/3)

3
√
3(𝑛+ 1)3

.

(39)
Производя интегрирование 𝑚 раз, получаем:

𝑒−𝜋(𝑛+1)(𝑞2𝑛−𝑚+𝜂 2
𝑛−𝑚+(𝜂 𝑛−𝑚+w𝑛−𝑚)2/(𝑚+1))

(𝑚+ 1)
√︀
(𝑚+ 1)(𝑛+ 1)3𝑚/2

, (40)

и интеграл 𝐼 принимает вид:

𝐼 = 𝜅3(𝑛+ 1)3(𝑛+1)/2

∫︁
𝑉

𝑑r0

∫︁
𝑑𝜂1 . . . 𝑑𝜂𝑛−𝑚×

× 𝑒
−𝜋(𝑛+1)

�
𝑞2𝑛−𝑚+𝜂 2

𝑛−𝑚+(𝜂 𝑛−𝑚+w𝑛−𝑚)
2
/(𝑚+1)

�

(𝑚+ 1)
√︀
(𝑚+ 1)(𝑛+ 1)3𝑚/2

. (41)

Если𝑚 = 𝑛−1, то 𝑞21 = 0 и w1 = 0, а интеграл по 𝜂1 лег-
ко рассчитывается в сферической системе координат:

𝐼 = 𝜅3(𝑛+1)3(𝑛+1)/2

∫︁
𝑉

𝑑r0

∫︁
𝑑𝜂1

𝑒−𝜋(𝑛+1)(𝜂 2
1+𝜂 2

1/𝑛)

𝑛
√
𝑛(𝑛+ 1)3(𝑛−1)/2

=

= 𝜅3

∫︁
𝑉

𝑑r0 = 𝜅3𝑉. (42)

В результате, получаем статистическую сумму идеаль-
ного газа (без учета тождественности частиц):

𝑄(𝛽) = 𝜅3𝑁𝑉 𝑁 . (43)

Таким образом, с помощью замены (20) удается
проинтегрировать по всем траекториям статистическую
сумму идеального газа. Помимо этого, мы получили сле-
дующее соотношение, которое будет использовано да-
лее:∫︁

𝑑H1 . . . 𝑑H𝑛𝑒
−𝜋(𝑛+1)

𝑛+1P

𝑘=1

𝑁P

𝑖=1
𝜂 2

𝑖,𝑘

= (𝑛+ 1)−3𝑁(𝑛+1)/2.

(44)

Для расчета кинетической энергии (16) необходимо
рассчитать следующее среднее:

𝜅2

⟨
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑁∑︁
𝑖=1

(r𝑖,𝑘 − r𝑖,𝑘+1)
2

⟩
=

⟨
𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜂2
𝑖,𝑘

⟩
. (45)

Для этого введем в статистическую сумму параметр 𝛼,
чтобы воспользоваться далее дифференцированием по
параметру:

𝑄(𝛽;𝛼) = 𝜅3𝑁 (𝑛+ 1)3𝑁(𝑛+1)/2

∫︁
𝑉 𝑁

𝑑R0×

×
∫︁

𝑑H1 . . . 𝑑H𝑛 exp

[︃
−𝜋(𝑛+ 1)𝛼

𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜂2
𝑖,𝑘

]︃
. (46)

Производная по параметру оказывается связана с иско-
мым средним:

𝜕 ln𝑄(𝛽;𝛼)

𝜕𝛼

⃒⃒⃒⃒
𝛼=1

=

⟨
−𝜋(𝑛+ 1)

𝑛+1∑︁
𝑘=1

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜂2
𝑖,𝑘

⟩
. (47)

Вычислить 𝑄(𝛽;𝛼) можно аналогично процеду-
ре (31)–(43). Тогда снова используем факторизацию:

𝑄(𝛽;𝛼) =

𝑁∏︁
𝑖=1

𝐼𝑖(𝛼). (48)

После интегрирования 𝑚 раз, мы получаем формулу,
аналогичную выражению (41):

𝐼𝑖(𝛼) = 𝐼(𝛼) = 𝜅3(𝑛+ 1)3(𝑛+1)/2

∫︁
𝑉

𝑑r0

∫︁
𝑑𝜂1 . . . 𝑑𝜂𝑛−𝑚×

× 𝑒
−𝜋(𝑛+1)𝛼

�
𝑞2𝑛−𝑚+𝜂 2

𝑛−𝑚+(𝜂 𝑛−𝑚+w𝑛−𝑚)
2
/(𝑚+1)

�

(𝑚+ 1)
√︀

(𝑚+ 1)𝛼3𝑚/2(𝑛+ 1)3𝑚/2
. (49)

Тогда снова подставим 𝑚 = 𝑛 − 1 и найдем значение
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