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Температурные зависимости теплоемкости и теплопроводности нитрида

титана: расчеты методом функционала плотности

М. Е. Поварницын и П. Р. Левашов
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Статья поступила в редакцию 25 ноября 2024 г.

Аннотация. В работе вычисляются температурные зависимости теплоемкости и теплопровод-
ности монокристалла нитрида титана с кубической гранецентрированной решеткой типа NaCl.
Расчеты проводятся с помощью метода функционала плотности и квазигармонического прибли-
жения в диапазоне температур от 0 до 3500 К. Получено хорошее согласие с экспериментальными
данными для фононного спектра, коэффициента теплового расширения и изобарной теплоемко-
сти. Для расчетов коэффициента теплопроводности используется решение кинетического урав-
нения в приближении времени релаксации для фононов и электронов. И фононы, и электрон-
фононное взаимодействие дают существенный вклад в теплопроводность TiN, при высоких тем-
пературах вклад электронов становится определяющим. https://doi.org/10.33849/2024301

1. ВВЕДЕНИЕ

Уравнение состояния и транспортные свойства кри-
сталлов имеют большое значение для решения ряда
практических задач атомной энергетики, авиации, кос-
монавтики, оборонной промышленности, металлургии
и других областей науки и техники. Нитрид тита-
на представляет собой тугоплавкое соединение с вы-
сокой микротвердостью, что определяет применение
этого материала в металлургии [1], а также для со-
здания износостойких и коррозионностойких покры-
тий в металлообработке [2], машиностроении [3], ме-
дицине [4] и т.п. Механические, термодинамические и
транспортные свойства кристаллов можно вычислить в
рамках широко используемого в настоящее время ме-
тода функционала плотности (МФП) совместно с ква-
зигармоническим приближением (КГП) для ионов. По-
следнее позволяет учесть температурную зависимость
упругих констант (УК), которые, в частности, опреде-
ляют поведение изобарной теплоемкости и изотерми-
ческого модуля сжатия. Подобные расчеты позволяют
с высокой точностью получить значения ряда тепло-
физических свойств в условиях, которые сложно или
невозможно реализовать в лаборатории. Для расчета
теплофизических свойств кристаллов в данной рабо-
те используется код thermo_pw [5], работающий сов-
местно с пакетом первопринципных расчетов Quantum
ESPRESSO [6]. Этот код уже применялся для расче-
та УК бериллия при 𝑇 = 0 K [7], термодинамиче-
ских свойств металлов с гексагональной плотноупако-
ванной решеткой: рений, технеций [8], рутений и осмий
[9], а недавно был использован для учета ангармониче-
ского вклада [10]. Используя КГП, можно производить
расчеты за один подход, используя исходную геомет-
рию или набор исходных геометрий, и затем интерполи-
ровать результаты в зависимости от температуры как
функцию геометрии. Реализация thermo_pw для расче-
та температурно-зависимых упругих констант (ТЗУК)
была апробирована на трех элементарных твердых те-
лах: кремний со структурой алмаза и гранецентриро-
ванные кубические металлы — алюминий и серебро.
Производные свободной энергии Гельмгольца по дефор-
мации дают изотермические УК, а производные по тем-
пературе определяют теплоемкость кристалла при по-

стоянном объеме. Для вычисления изобарной теплоем-
кости дополнительно требуются коэффициент теплово-
го расширения и изотермический модуль сжатия. Нако-
нец, для расчета коэффициента теплопроводности ис-
пользуется решение кинетического уравнения в прибли-
жении времени релаксации для фононов и электронов.
Все рассчитанные величины сравниваются с доступны-
ми экспериментальными данными.

2. КРИСТАЛЛИЧЕСКАЯ РЕШЕТКА TIN

И ДЕТАЛИ РАСЧЕТОВ

В качестве исследуемой твердой фазы нитрида ти-
тана была выбрана кубическая гранецентрированная
решетка типа NaCl, обладающая высокой температу-
рой плавления (𝑇 = 3220 К). В кристаллохимиче-
ской структуре этой фазы шесть катионов Ti окру-
жают анион N; кубическая пространственная группа
симметрии 𝐹𝑚3̄𝑚. Все длины связей Ti–N составляют
2.14 Å. Результаты рентгенографических исследований
кристаллической решетки нитрида титана приведены
в таблице 1.

Таблица 1. Основные характеристики TiN

Моделирование Эксперимент [11]

Постоянная решетки (Å) 4.21 4.24
Плотность (г/см3) 5.53 5.42

На рисунке 1 приведена форма ячейки TiN в об-
ратном пространстве. Красными отрезками, соединя-
ющими точки высокой симметрии, показаны основ-
ные направления, вдоль которых исследуется фононный
спектр кристалла TiN.

Все расчеты проводились с использованием теории
возмущений функционала плотности в базисе плоских
волн с помощью пакета Quantum ESPRESSO [5, 6].
Обменно-корреляционный функционал вычислялся
в приближении локальной плотности (LDA в англоязыч-
ной литературе) [12]. Были использованы следующие
псевдопотенциалы Ti.pz-spn-kjpaw_psl.1.0.0.UPF и
N.pz-n-kjpaw_psl.0.1.UPF из библиотеки Quantum
ESPRESSO. Параметры расчета (критерии сходимости
по энергии и силам) были выбраны так, чтобы все
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Рисунок 1. Кристаллическая ячейка TiN в обратном про-
странстве. Буквами обозначены точки высокой симметрии.

исследуемые свойства, в частности, фононные спектры,
сходились с относительной погрешностью менее 1%.
Для расчета дисперсионных кривых использовалась
сетка 8×8×8. Ограничение кинетической энергии было
установлено на уровне 70 Ry. Интегрирование по
зоне Бриллюэна проводилось с использованием сеток
Монкхорста–Пака [13] 8×8×8, а в качестве схемы раз-
мытия применялась схема Метфесселя–Пакстона [14]
с шириной 0.02 Ry.

3. КВАЗИГАРМОНИЧЕСКОЕ

ПРИБЛИЖЕНИЕ И ТЕПЛОЕМКОСТЬ

Свойства твердого тела могут быть описаны в тер-
минах термодинамики упругого состояния [15, 16], где
твердое тело характеризуется равновесной конфигура-
цией, которая зависит от температуры 𝑇 и внешних на-
пряжений 𝜎, задающих силы, действующие на поверх-
ность тела. Состояние твердого тела характеризуется
исходной конфигурацией, например, положением равно-
весия при 𝑇 = 0 и 𝜎 = 0, и деформацией 𝜀 относитель-
но исходного состояния. В рамках квазигармонического
приближения твердое тело обладает внутренней энер-
гией

𝑈 = 𝑈0 + 𝑈𝑒𝑙 + 𝑈𝑝ℎ, (1)

где 𝑈0 — энергия основного состояния электронов в
поле ядер, находящихся в фиксированных положениях
при данных температуре и растяжении, 𝑈𝑒𝑙 — дополни-
тельная электронная энергия при заданной температуре
электронов и 𝑈𝑝ℎ — внутренняя энергия фононов, опи-
сывающая колебательную энергию атомов. Зная фонон-
ный спектр 𝜔(q, 𝜈) в твердом теле (q — вектор обратной
решетки, 𝜈 — индекс моды колебаний), 𝑈𝑝ℎ можно за-
писать следующим образом:

𝑈𝑝ℎ =
∑︁
q,𝜈

~𝜔q,𝜈

2
+
∑︁
q,𝜈

~𝜔q,𝜈

exp
(︁

~𝜔q,𝜈

𝑘𝐵𝑇

)︁
− 1

, (2)

где 𝑘𝐵 — постоянная Больцмана и ~ — приведенная по-
стоянная Планка. Энергия основного состояния 𝑈0 вы-
числяется с помощью метода функционала плотности,

Рисунок 2. Колебательные спектры TiN при нормальных
условиях. Красные кривые — результаты расчетов МФП
в квазигармоническом приближении, черные маркеры —
данные эксперимента [17]. Точки и направления симметрии
соответствуют указанным на рисунке 1.

Рисунок 3. Фононная плотность состояний TiN при нор-
мальных условиях.

энергия фононных колебаний 𝑈𝑝ℎ вычисляется в рамках
теории возмущений функционала плотности. Для рас-
чета уравнения состояния вещества необходимо знать
свободную энергию Гельмгольца:

𝐹 = 𝑈0 + 𝐹𝑝ℎ, (3)

где свободная энергия колебаний 𝐹𝑝ℎ вычисляется сле-
дующим образом:

𝐹𝑝ℎ = 𝑘𝐵𝑇
∑︁
q,𝜈

ln

[︂
2 sh

(︂
~𝜔q,𝜈

2𝑘𝐵𝑇

)︂]︂
, (4)

и температура электронов считается равной 0 в силу
малости эффекта конечной электронной температуры.

С помощью метода функционала плотности и ква-
зигармонического приближения были рассчитаны фо-
нонная зонная структура TiN вдоль основных направ-
лений, соединяющих точки высокой симметрии (рису-
нок 2), и соответствующая ей фононная плотность со-
стояний (рисунок 3).
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Рисунок 4. Зависимость коэффициента линейного расши-
рения от температуры. Синяя линия — результаты модели-
рования, значки — экспериментальные данные [18–23].

Рисунок 5. Расчетная изохорическая и изобарическая теп-
лоемкости для TiN в диапазоне температур от 0 до 3500 К.
Значки — экспериментальные данные [24].

Теплоемкость при постоянном объеме вычисляется
путем дифференцирования свободной энергии по тем-
пературе:

𝐶𝑉 = −𝑇

(︂
𝜕2𝐹

𝜕𝑇 2

)︂
𝑉

=

= 𝑘𝐵
∑︁
q,𝜈

(︂
~𝜔q,𝜈

𝑘𝐵𝑇

)︂2
exp(~𝜔q,𝜈/𝑘𝐵𝑇 )

[exp(~𝜔q,𝜈/𝑘𝐵𝑇 )− 1]2
. (5)

Первые производные свободной энергии Гельмголь-
ца (3) по деформации определяют напряжение, действу-
ющее на твердое тело. Это позволяет получить уравне-
ние состояния, которое связывает деформацию, напря-
жение и температуру. Исследуя деформацию, при кото-
рой напряжение равно нулю, определяются равновесная
геометрия и объем твердого тела при заданной темпе-
ратуре, что соответствует минимуму 𝐹 . Отсюда можно
получить коэффициент теплового расширения твердого
тела, который для случая кубической решетки с зави-
сящей от температуры постоянной решетки 𝑎(𝑇 ) вычис-
ляется по формуле:

𝛼 =
1

𝑎(𝑇 )

𝑑𝑎(𝑇 )

𝑑𝑇
. (6)

Вторые производные свободной энергии Гельмголь-
ца по деформации, вычисленные в равновесной геомет-
рии, дают изотермические упругие постоянные при дан-

ной температуре и нулевом давлении:

𝐶𝑇
𝑖𝑗𝑘𝑙 =

1

𝑉

(︂
𝜕2𝐹

𝜕𝜀𝑖𝑗𝜕𝜀𝑘𝑙

)︂
𝜀=0

, (7)

где 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 — индексы декартовых координат. Для ку-
бической решетки независимыми являются только три
константы: 𝐶𝑇

11, 𝐶
𝑇
12 и 𝐶𝑇

44. Таким образом, для кубиче-
ской решетки изотермический модуль сжатия 𝐵𝑇 рас-
считывается следующим образом:

𝐵𝑇 = −𝑉

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑉

)︂
𝑇

=
1

3

(︀
𝐶𝑇

11 + 2𝐶𝑇
12

)︀
. (8)

Зная 𝛼, 𝐵𝑇 и 𝐶𝑉 , можно вычислить теплоемкость при
постоянном давлении 𝐶𝑃 :

𝐶𝑃 = 𝐶𝑉 + 𝑇𝑉 𝛽2𝐵𝑇 , (9)

где 𝛽 = 3𝛼 — коэффициент объемного расширения.
На рисунке 4 показано сравнение результатов моде-

лирования коэффициента теплового расширения с дан-
ными экспериментов, демонстрирующее хорошее согла-
сие, включая область низких температур, где важны
квантовые эффекты.

На рисунке 5 показаны зависимости теплоемкостей
TiN при постоянном объеме и давлении от температуры
в диапазоне от 0 до 3500 К. Сравнение с эксперименталь-
ными данными [24] демонстрирует хорошее согласие для
изобарной теплоемкости до температуры около 2000 К.

4. КОЭФФИЦИЕНТ

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

Фононная или решеточная теплопроводность яв-
ляется следствием обмена энергией между фононами.
В данной модели время жизни фонона вычисляется из
мнимой части собственной энергии фонона. Потенциал
кристалла раскладывается в ряд относительно смеще-
ний атомов. Коэффициенты третьего порядка, учиты-
вающие ангармонизм колебаний, используются для вы-
числения мнимой части собственной энергии. Для га-
мильтониана ℋ разложение можно записать как

ℋ = Φ0 + 𝒯 +ℋ2 +ℋ3 + . . . , (10)

где

𝒯 =
1

2

∑︁
𝑙𝜅𝛼

𝑚𝜅[𝑢̇𝛼(𝑙𝜅)]
2, (11)

ℋ2 =
1

2

∑︁
𝑙𝜅𝛼

∑︁
𝑙′𝜅′𝛽

Φ𝛼𝛽(𝑙𝜅, 𝑙
′𝜅′)𝑢𝛼(𝑙𝜅)𝑢𝛽(𝑙

′𝜅′), (12)

ℋ3 =
1

6

∑︁
𝑙𝜅𝛼

∑︁
𝑙′𝜅′𝛽

∑︁
𝑙′′𝜅′′𝛾

Φ𝛼𝛽𝛾(𝑙𝜅, 𝑙
′𝜅′, 𝑙′′𝜅′′)×

× 𝑢𝛼(𝑙𝜅)𝑢𝛽(𝑙
′𝜅′)𝑢𝛾(𝑙

′′𝜅′′), (13)

Φ0, 𝒯 и ℋ𝑛 соответствуют членам постоянного потенци-
ала, кинетической энергии и 𝑛-частичным потенциалам;
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u(𝑙𝜅) — атомное смещение 𝜅-го атома в 𝑙-й элементарной
ячейке, 𝑚𝜅 — атомная масса типа 𝜅, а 𝛼, 𝛽 и 𝛾 — декар-
товы индексы. Φ𝛼𝛽 и Φ𝛼𝛽𝛾 обозначают гармонические и
кубические ангармонические силовые постоянные соот-
ветственно. Гармонический гамильтониан определяется
как ℋ𝐻 = 𝒯 + ℋ2. Оператор смещения атома может
быть записан как

𝑢𝛼(𝑙𝜅) =

(︂
~

2𝑁𝑚𝜅

)︂1/2

×

×
∑︁
q𝜈

𝜔−1/2
q𝜈 [𝑎̂q𝜈 + 𝑎̂†−q𝜈 ]𝑒

𝑖q·r(𝑙𝜅)𝑊𝛼(𝜅,q𝜈), (14)

где 𝑁 — количество элементарных ячеек в кристалле,

r(𝑙𝜅) — положение равновесия атома, 𝑎̂q𝜈 𝑎̂†−q𝜈 — опе-
раторы уничтожения и рождения фононов нормальной
моды с индексом зоны 𝜈 и волновым вектором q соот-
ветственно. Частота гармоники 𝜔q𝜈 и вектор поляризу-
емости W(𝜅,q𝜈) получаются из задачи на собственные
значения динамической матрицы 𝐷(𝑞):

∑︁
𝜅′𝛽

𝐷𝛼𝛽(𝜅𝜅
′,q)𝑊𝛽(𝜅

′,q𝜈) = 𝜔2
q𝜈𝑊𝛼(𝜅,q𝜈), (15)

где

𝐷𝛼𝛽(𝜅𝜅
′,q) =

1
√
𝑚𝜅𝑚𝜅′

×

×
∑︁
𝑙′

Φ𝛼𝛽(0𝜅, 𝑙
′𝜅′)𝑒𝑖q·[r(𝑙

′𝜅′)−r(0𝜅)]. (16)

С использованием уравнения (14) гамильтониан ℋ
легко выражается с помощью операторов рождения и
уничтожения. Гармоническую часть получаем как сум-
му гармонических осцилляторов,

ℋ𝐻 =
∑︁
q𝜈

~𝜔q𝜈

(︂
1

2
+ 𝑎̂†q𝜈 𝑎̂q𝜈

)︂
, (17)

а потенциал третьего порядка как сумму трехфононных
столкновений

ℋ3 =
∑︁

𝜆𝜆′𝜆′′

Φ𝜆𝜆′𝜆′′ ×

×
(︁
𝑎̂𝜆 + 𝑎̂†−𝜆

)︁(︁
𝑎̂𝜆′ + 𝑎̂†−𝜆′

)︁(︁
𝑎̂𝜆′′ + 𝑎̂†−𝜆′′

)︁
. (18)

Здесь фононные моды (q𝜈) и (−q𝜈) были сокращены до
𝜆 и −𝜆 соответственно. Φ𝜆𝜆′𝜆′′ представляют силу вза-
имодействия между тремя фононами 𝜆, 𝜆′, 𝜆′′, участву-
ющими в рассеянии. Φ𝜆𝜆′𝜆′′ явно задается формулой:

Φ𝜆𝜆′𝜆′′ =
1

3!
√
𝑁

∑︁
𝜅𝜅′𝜅′′

∑︁
𝛼𝛽𝛾

𝑊𝛼(𝜅, 𝜆)𝑊𝛽(𝜅
′, 𝜆′)𝑊𝛾(𝜅

′′, 𝜆′′)

√︂
~

2𝑚𝜅𝜔𝜆

√︂
~

2𝑚𝜅′𝜔𝜆′

√︂
~

2𝑚𝜅′′𝜔𝜆′′
×

×
∑︁
𝑙′𝑙′′

Φ𝛼𝛽𝛾(0𝜅, 𝑙
′𝜅′, 𝑙′′𝜅′′)𝑒𝑖q

′·[r(𝑙′𝜅′)−r(0𝜅)]𝑒𝑖q
′′·[r(𝑙′′𝜅′′)−r(0𝜅)]𝑒𝑖(q+q′+q′′)·r(0𝜅) ×Δ(q+ q′ + q′′), (19)

где Δ(−q+ q′ + q′′) = 1, когда q+ q′ + q′′ — вектор обратной решетки, и равно нулю в противном случае. Мнимая
часть собственной энергии теперь может быть вычислена до второго порядка с использованием многочастичной
теории возмущений. Она принимает форму, аналогичную золотому правилу Ферми,

Γ𝜆(𝜔) =
18𝜋

~2
∑︁
𝜆′𝜆′′

|Φ−𝜆𝜆′𝜆′′ |2 ×

× {(𝑛𝜆′ + 𝑛𝜆′′ + 1)𝛿(𝜔 − 𝜔𝜆′ − 𝜔𝜆′′) + (𝑛𝜆′ − 𝑛𝜆′′)[𝛿(𝜔 + 𝜔𝜆′ − 𝜔𝜆′′)− 𝛿(𝜔 − 𝜔𝜆′ + 𝜔𝜆′′)]} , (20)

где 𝑛𝜆 — число заполнения фононов в состоянии равно-
весия,

𝑛𝜆 =
1

exp[~𝜔𝜆/(𝑘𝐵𝑇 )]− 1
. (21)

Двойное суммирование по зоне Бриллюэна в урав-
нении (19) сводится к однократному суммированию
из-за условия Δ(−q+ q′ + q′′).

Величина 2Γ𝜆(𝜔𝜆) соответствует ширине линии фо-
нонной моды 𝜆, а обратная ей величина определяет

время жизни фонона:

𝜏𝜆 =
1

2Γ𝜆(𝜔𝜆)
. (22)

Решение кинетического уравнения Больцмана для
тензора решеточной теплопроводности может быть за-
писано в замкнутой форме:

𝜅𝛼𝛽
𝑝ℎ =

1

𝑁qΩ

∑︁
𝜆

𝐶𝜆𝑣
𝛼
𝜆𝑣

𝛽
𝜆𝜏𝜆, (23)

где 𝑁q — полное число 𝑘-точек в зоне Бриллюэна,
Ω — объем элементарной ячейки, 𝑣𝛼𝜆 и 𝜏𝜆 — групповая
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скорость и время жизни фононной моды 𝜆 соответствен-
но, 𝐶𝜆 — зависящая от моды теплоемкость, определяе-
мая как

𝐶𝜆 = 𝑘𝐵

(︂
~𝜔𝜆

𝑘𝐵𝑇

)︂2
exp[~𝜔𝜆/(𝑘𝐵𝑇 )]

{exp[~𝜔𝜆/(𝑘𝐵𝑇 )]− 1}2
. (24)

Групповая скорость может быть получена непосред-
ственно из уравнения на собственные значения (15):

𝑣𝛼(𝜆) ≡
𝜕𝜔𝜆

𝜕𝑞𝛼
=

1

2𝜔𝜆

∑︁
𝜅𝜅′𝛽𝛾

𝑊𝛽(𝜅, 𝜆)×

× 𝜕𝐷𝛽𝛾(𝜅𝜅
′,q)

𝜕𝑞𝛼
𝑊𝛾(𝜅

′, 𝜆). (25)

Поскольку TiN является нитридом переходного метал-
ла, то значительный вклад в теплопроводность вносят
электрон-фононные столкновения. Для расчета элек-
тронной теплопроводности был использован кинетиче-
ский подход в приближении времени релаксации [25].
Тензор электронной теплопроводности в рамках этой
теории рассчитывается следующим образом:

𝜅𝛼𝛽
𝑒𝑙 =

1

𝑁k𝑉

∑︁
𝑚k

(︂
− (𝜀𝑚k − 𝜇)2

𝑇

)︂
×

× 𝑣𝛼𝑚k𝑣
𝛽
𝑚k𝜏

𝜅
𝑚k(𝜇, 𝑇 )

𝜕𝑓0(𝜀𝑚k, 𝜇, 𝑇 )

𝜕𝜀𝑚k
, (26)

где 𝑁k — полное число 𝑘-точек в зоне Бриллюэна, Ω —
объем элементарной ячейки, 𝜇 — энергия Ферми, 𝛼 и
𝛽 — индексы декартовых координат, 𝑣𝛼𝑚k — групповая
скорость электронов, где 𝑚 — номер уровня энергии и
k — волновой вектор, 𝜏𝜅𝑚k — время релаксации энергии
[25].

Полный коэффициент теплопроводности вычисля-
ется как сумма электронного и решеточного вкладов:
𝜅 = 𝜅𝑒𝑙 +𝜅𝑝ℎ. На рисунке 6 показана зависимость коэф-
фициента теплопроводности твердой фазы TiN от тем-
пературы. Видно, что вклад электронной теплопровод-
ности является определяющим при высоких температу-
рах (свыше 1500 К), а вклад решеточной теплопровод-
ности существенен при низких температурах (до 500 К),
что обеспечивает достаточно резкое убывание коэффи-
циента теплопроводности в диапазоне температур от 0
до 1000 К. Получено хорошее согласие с единственной
имеющейся экспериментальной точкой при нормальных
условиях [26].

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе были рассчитаны теплофизические свой-
ства монокристалла нитрида титана в зависимости от
температуры с помощью метода функционала плотно-
сти и квазигармонического приближения, реализован-
ных в пакете программ Quantum ESPRESSO. В частно-
сти, были получены упругие константы, коэффициент
теплового расширения, изотермический модуль сжатия,
теплоемкости при постоянном объеме и давлении, а так-
же коэффициент теплопроводности. Механические и
термодинамические свойства определялись путем диф-
ференцирования свободной энергии кристалла, а для
коэффициента теплопроводности использовалось реше-

Рисунок 6. Зависимость коэффициента теплопроводности
TiN от температуры в диапазоне 100–3500 К. Значок — экс-
перимент [26].

ние кинетического уравнения для фононов и электро-
нов в приближении времени релаксации. Было выясне-
но, что существенный вклад в теплопроводность дают
как фонон-фононные, так и электрон-фононные взаи-
модействия, а при температурах выше 1500 К вклад
электронной теплопроводности становится определяю-
щим. Сравнение с экспериментальными данными де-
монстрирует хорошее согласие для всех рассчитанных
свойств. Это свидетельствует о высокой точности совре-
менных кодов, разработанных на основе метода функ-
ционала плотности. В частности, методика расчетов, ис-
пользованная в данной работе, может использоваться
для предсказания свойств кристаллов в условиях, труд-
нодоступных для экспериментального изучения.

БЛАГОДАРНОСТИ

Работа выполнена при финансовой поддержке
Госкорпорации “Росатом” (Государственный контракт
№ Н.4ч.241.09.21.1074 от 20.04.2021).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Кондратьева Л А 2023 Наукоемкие технологии в маши-
ностроении 4 3–11

2. Аникин В Н, Блинков И В, Волхонский А О, Соболев
Н А, Кратохвил Р В, Фролов А Е и Царева С Г 2009
Известия высших учебных заведений. Порошковая ме-
таллургия и функциональные покрытия 1 44–52

3. Геращенкова Е Ю, Бобкова Т И, Самоделкин Е А, Ге-
ращенков Д А, Васильев А Ф и Фармаковский Б В 2021
Вопросы материаловедения 1 52–59

4. Карпук И Ю 2017 Стоматология. Эстетика. Иннова-
ции 1 287–295

5. Giannozzi P et al 2009 Journal of physics: Condensed
matter 21 395502

6. Giannozzi P et al 2017 Journal of physics: Condensed
matter 29 465901

7. Dal Corso A 2016 Journal of Physics: Condensed Matter
28 075401

8. Palumbo M and Dal Corso A 2017 Phys. Status Solidi B
254 1700101

9. Palumbo M and Dal Corso A 2017 Journal of Physics:
Condensed Matter 29 395401

10. Malica C and Dal Corso A 2019 Acta Crystallographica
Section A: Foundations and Advances 75 624–632

11. Lee T, Ohmori K, Shin C S, Cahill D G, Petrov I and Greene
J 2005 Physical Review B 71 144106

12. Perdew J P and Zunger A 1981 Physical Review B 23 5048

8



Вестник ОИВТ РАН 15 (2024)

13. Monkhorst H J and Pack J D 1976 Physical Review B 13

5188
14. Methfessel M and Paxton A 1989 Physical Review B 40

3616
15. Nye J F 1985 Physical properties of crystals: their repre-

sentation by tensors and matrices (Oxford university press)
16. Wallace D C and Callen H 1972 American Journal of

Physics 40 1718–1719
17. Kress W, Roedhammer P, Bilz H, Teuchert W and

Christensen A 1978 Physical review B 17 111
18. Touloukian Y, Kirby R, Taylor E and Lee T 1977

Thermophysical Properties of Matter — the TPRC Data
Series. Volume 13. Thermal Expansion — Nonmetallic
Solids (Defense Technical Information Center)

19. Houska C R 1963 Thermal expansion and atomic vibration
amplitudes for titanium carbide, titanium nitride, zirconium

carbide, zirconium nitride and pure tungsten (Technical
Report TR-C-17, Contract ARPA-DA-30-069-ORD-2787)

20. Steele S R, Pappis J, Schilling H and Simpson J 1968
Chemical Vapor Deposited Materials For Electron Tubes
(Raytheon Co Waltham Ma Research Div)

21. Straumanis M E, Faunce C A and James W J 1967 Acta
Metallurgica 15 65–71

22. Brooksbank D 1968 J. Iron Steel Inst. 206 595
23. Тимофеева И И и Шведова Л К 1972 Изв. Акад. наук

СССР, Неорганические материалы 8 1169–1170
24. Chase M W and (US) N I S O 1998 NIST-JANAF thermo-

chemical tables vol 9 (American Chemical Society)
25. Li S, Tong Z, Zhang X and Bao H 2020 Physical Review B

102 174306
26. Saha B, Koh Y R, Feser J P, Sadasivam S, Fisher T S,

Shakouri A and Sands T D 2017 Journal of Applied Physics
121

9



Взаимосвязь точности описания диэлектрической проницаемости

органических жидкостей и типа молекулы

М. А. Орехов

Объединенный институт высоких температур РАН, Ижорская ул., 13, стр.2, Москва
125412, Россия

E-mail: mo2411@mail.ru

Статья поступила в редакцию 2 ноября 2024 г.

Аннотация. Проведено молекулярно-динамическое моделирование диэлектрической проницае-
мости для 50 органических жидкостей. Моделирование выполнено в рамках модели потенциала
межатомного взаимодействия OPLS/CM1A. Определены основные факторы, влияющие на от-
клонение результатов моделирования от экспериментальных данных. Наибольшее отклонение на-
блюдается для молекул, содержащих в своем составе R1-O-R2 атомы кислорода и атомы хлора.
Показано, что корреляция этих факторов с погрешностью существенно выше, чем корреляция
с числом активных торсионных углов в молекуле. Таким образом, выявлена необходимость ис-
пользования репараметризаций модели OPLS/CM1A для описания диэлектрических свойств эфи-
ров и соединений, содержащих хлор. https://doi.org/10.33849/2024302

1. ВВЕДЕНИЕ

Диэлектрическая проницаемость является одним
из важнейших свойств органических жидкостей [1].
Она играет ключевую роль в процессах растворе-
ния, оказывает влияние на кинетику химических
реакций [2–4], влияет на взаимодействие раствора с по-
верхностью [5].

Особенно важным является значение диэлек-
трической проницаемости в задачах электрохимии.
В электрохимических системах определяющее значе-
ние имеет степень диссоциации и растворимость со-
лей в растворе [6, 7]. Эти характеристики зависят от
энергии сольватации и от степени экранирования ку-
лоновского взаимодействия ионов электролита. Данные
характеристики во многом определяются диэлектриче-
ской проницаемостью жидкости. В частности, классиче-
ская модель сольватации Борна [8, 9] показывает зави-
симость вида (1 − 1/𝜀) для энергии сольватации ионов
в жидкости. Современные кластер-континуальные мо-
дели сольватации позволяют с хорошей точностью рас-
считывать энергию сольватации простых ионов в ком-
бинации с методом теории функционала электронной
плотности (DFT) [10, 11]. В данных моделях ион-
молекулярный кластер описывается с применением ме-
тода DFT, а окружающая жидкость описывается как
континуальный диэлектрик с заданной диэлектриче-
ской проницаемостью.

Для задач электрохимии также важно описание ре-
акций переноса электрона [3, 12, 13]. В данных реак-
циях диэлектрическая проницаемость влияет на отклик
жидкости на большом расстоянии от ионов. Значения
диэлектрической проницаемости можно использовать в
рамках кластер-континуальных моделей для точного
вычисления энергий окислительно-восстановительных
реакций [2, 3]. Это имеет особенно важное значение
для жидкостей с промежуточными значениями диэлек-
трической проницаемости и для двухвалентных ионов
[2, 12, 14].

Метод молекулярной динамики активно применя-
ется для вычисления диэлектрической проницаемости
жидкостей [15–17]. Проводится, в том числе, моделиро-
вание диэлектрической проницаемости в приложенном
электрическом поле [18]. Для вычисления диэлектри-

ческой проницаемости применяются также методы ма-
шинного обучения [19]. Также с применением машинно-
го обучения проводится вычисление дипольных момен-
тов молекул в жидкости [20].

При вычислении диэлектрической проницаемости
в рамках метода молекулярной динамики определя-
ющее значение играет выбор потенциала межатомно-
го взаимодействия. Одним из самых популярных по-
тенциалов для описания свойств жидкостей является
потенциал OPLS-AA (Optimized Potentials for Liquid
Simulations – All Atom) [21]. В рамках этой модели пара-
метры потенциала атомов определяются не только хи-
мическим элементом атома, но и его окружением в мо-
лекуле. Это создает сложности с автоматическим зада-
нием параметров моделирования для большого числа
молекул. Для решения этой проблемы существуют ав-
томатические системы генерации параметров и файлов
для моделирования, такие как LigParGen [22], который
использует для задания зарядов модель CM1A [22].

В данной работе показано, что применение модели
OPLS/CM1A для моделирования диэлектрической про-
ницаемости эфиров и хлоридов неэффективно. Это на-
кладывает существенные требования на методику моде-
лирования.

В разделе 2 описано молекулярно-динамическое мо-
делирование, использованное в данной работе. В разде-
ле 3 описаны результаты расчетов и оценки точности
моделирования для разных классов молекул. В разде-
ле 4 приводятся выводы.

2. МЕТОД РАСЧЕТА

Для моделирования использовался метод классиче-
ской молекулярной динамики. Расчеты выполнены с ис-
пользованием программного пакета LAMMPS [23].

Для описания межатомного взаимодействия ис-
пользовались потенциалы OPLS-AA [21] c заря-
дами, определенными методом CM1A [22]. Итого-
вая модель обозначается OPLS/CM1A. Функциональ-
ная форма потенциала состоит из межмолекулярных
(nonbonded: 𝑈𝑛𝑏) и внутримолекулярных (bonded: 𝑈𝑏)
взаимодействий

𝑈𝑂𝑃𝐿𝑆 = 𝑈𝑛𝑏 + 𝑈𝑏. (1)
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Межмолекулярные взаимодействия включают кулонов-
ское взаимодействие и потенциал Леннарда–Джонса

𝑈𝑛𝑏 =
∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

𝑞𝑖𝑞𝑗/𝑟𝑖𝑗 + 4𝜖𝑖𝑗(𝜎
12
𝑖𝑗 /𝑟

12
𝑖𝑗 − 𝜎6

𝑖𝑗/𝑟
6
𝑖𝑗), (2)

где 𝑖, 𝑗 — номера атомов взаимодействующих молекул,
𝑞𝑖, 𝑞𝑗 — частичные заряды на этих атомах (определя-
ются методом CM1A [22]), 𝑟𝑖𝑗 — расстояние между
атомами, 𝜖𝑖𝑗 , 𝜎𝑖,𝑗 — параметры Леннард–Джонсовского
потенциала для соответствующих атомов. Внутримо-
лекулярное взаимодействие имеет функциональную
форму:

𝑈𝑏 =
∑︁
𝑏𝑜𝑛𝑑𝑠

𝐾𝑟(𝑟 − 𝑟𝑒𝑞)
2 +

∑︁
𝑎𝑛𝑔𝑙𝑒𝑠

𝐾𝜃(𝜃 − 𝜃𝑒𝑞)
2 +

∑︁
𝑑𝑖ℎ𝑒𝑑𝑟𝑎𝑙

𝑉 𝑖
1

2
[1 + 𝑐𝑜𝑠(𝜑𝑖)] +

𝑉 𝑖
2

2
[1− 𝑐𝑜𝑠(2𝜑𝑖)] +

𝑉 𝑖
3

2
[1− 𝑐𝑜𝑠(3𝜑𝑖)], (3)

где 𝑟, 𝑟𝑒𝑞 — длина и равновесная длина химических свя-
зей, 𝐾𝑟,𝐾𝑡ℎ𝑒𝑡𝑎 — силовые константы, соответствующие
химическим связям и углам, 𝜃, 𝜃𝑒𝑞 — текущие и равно-
весные величины углов между химическими связями,
𝑉 𝑖
1,2,3 — коэффициенты ряда Фурье для торсионных уг-
лов, 𝜑 — величины торсионных углов молекулы.

Для задания параметров взаимодействия использо-
валась система автоматической параметризации и ге-
нерации файлов LigParGen [22]. Это позволило прове-
сти расчеты для 50 различных веществ. Температура
системы 298 K. Давление 1 бар. Шаг численного инте-
грирования 1 фс. Для учета дальнодействующего куло-
новского взаимодействия использовался метод Particle–
Particle–Particle–Mesh (PPPM) [24]. Молекулы добавля-
лись в расчетную ячейку в узлах кубической решет-
ки. Проводился вывод системы на равновесие в расче-
те с применением термостата и баростата. Рассматрива-
лась система, содержащая 125 молекул соответствующе-
го вещества. После вывода системы на равновесие про-
водилось вычисление 9 траекторий по 600 пс каждая.
Проводилось усреднение по времени и данным траекто-
риям.

Для вычисления диэлектрической проницаемости
использовалась формула [25]

𝜀 = 1 +
⟨𝑀2⟩ − ⟨𝑀⟩2

3𝜀0𝑉 𝑘𝑇
, (4)

где 𝑀 — полный дипольный момент, 𝜀0 — диэлектри-
ческая проницаемость вакуума, 𝑉 — полный обьем си-
стемы, 𝑘𝐵 — постоянная Больцмана, 𝑇 — температу-
ра, ⟨⟩ — усреднение. Данная формула позволяет полу-
чить диэлектрическую проницаемость из равновесной
молекулярно-динамической траектории в микроканони-
ческом ансамбле. В данной формуле предполагается,
что высокочастотная диэлектрическая проницаемость
𝜀∞ = 1. Это предположение выполняется в рамках мо-
дели OPLS, в которой отсутствует поляризация атомов
в молекуле.

Определение взаимосвязи параметров молекул и
погрешности проводилось путем сравнения результатов
моделирования и экспериментальных данных [26]. Было

Таблица 1. Среднеквадратичные отклонения ⟨Δ𝜀2⟩ от экс-
периментальных данных и коэффициент детерминации 𝑅2

для моделей с использованием разных потенциалов.

Потенциал ⟨Δ𝜀2⟩ 𝑅2

OPLS/CM1A (эта работа) 6.6 0.8
GAFF [27] 18.46 0.68
GROMOS [28] 8.8 0.74

проведено вычисление корреляций погрешности и соот-
ветствующих характеристик молекулы. Для определе-
ния типов атомов в молекуле использовалась внутрен-
няя типизация атомов потенциала OPLS/CM1A. В ее
рамках атомы в молекуле имеют разные типы, в зави-
симости от их химического элемента и соседних атомов
в молекуле.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

3.1. Корректность и общая погрешность расчета

Сравнение результатов моделирования и экспери-
ментальных данных показано на рисунке 1. Для боль-
шинства молекул наблюдается хорошее согласие ре-
зультатов моделирования и экспериментальных дан-
ных. В таблице 1 показаны среднеквадратичные от-
клонения результатов моделирования от эксперимен-
тальных данных и коэффициенты детерминации 𝑅2 по
данным этой работы (для модели OPLS/CM1A) и для
потенциалов GAFF (Generalized Amber Force Field) и
GROMOS (GROningen MOlecular Simulation). Видно,
что OPLS/CM1A незначительно опережает по точности
эти потенциалы.

Для подтверждения корректности расчетов про-
ведено моделирование воды с использованием модели
SPC/E. Методика и условия моделирования полностью
совпадают с условиями и методикой, использованными
для органических молекул и потенциала OPLS/CM1A.
Полученное значение диэлектрической проницаемости
воды 𝜀 = 71.2. Оно хорошо совпадает с диэлектриче-
ской проницаемостью SPC/E воды, полученной в рабо-
тах [29] 𝜀 = 70.7± 0.8 и 𝜀 = 72.4 [25]. При этом, диэлек-
трическая проницаемость воды в модели SPC/E отлича-
ется от экспериментального значения диэлектрической
проницаемости воды при 298 K 𝜀𝑒𝑥𝑝=78 [29]. В данном
случае, для подтверждения корректности методики рас-
четов, важно именно согласие с расчетными значения-
ми из литературы, а не с экспериментальным значением
для воды.

Кроме того, корректность расчетов подтверждает-
ся согласием результатов расчетов с альтернативны-
ми параметризациями OPLS для хлоридов. Подробное
обсуждение этих результатов рассмотрено в подразде-
ле 3.3.

Также проведено исследование зависимости резуль-
татов моделирования от размера системы. Проведе-
но моделирование для ячейки, содержащей 1000 мо-
лекул ацетонитрила. В ячейке, содержащей 1000 мо-
лекул, значение диэлектрической проницаемости соста-
вило 𝜀 = 31.7 при значении диэлектрической проница-
емости в системе с 125 молекулами 𝜀 = 32.03. Таким
образом, зависимость от размера системы является
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Рисунок 1. Экспериментальные [26] и расчетные значе-
ния диэлектрической проницаемости жидкостей в модели
OPLS/CM1A. Точки соответствуют различным молекулам.
Диагональная линия соответствует идеальному согласию
теории и эксперимента. Цветом показаны точки с малым
и большим отклонением между расчетными и эксперимен-
тальными значениями 𝜀. Показана визуализация молекул,
соответствующих точкам с сильным отклонениям теории и
эксперимента.

достаточно слабой. Кроме того, аналогичный результат
получен в работе [25]. По данным работы [25] диэлектри-
ческая проницаемости в системе, содержащей 216 моле-
кул, SPC/E воды составляет 𝜀 = 70.6; в системе из 16000
молекул 𝜀 = 72.4. Аналогично слабая зависимость на-
блюдается для хлоридов, как показано в разделе 3.3.
Это подтверждает корректность проводимого модели-
рования с малым числом молекул в ячейке.

3.2. Корреляция параметров молекул и отклонений
модели

Для оценки основных факторов, влияющих на по-
грешность модели OPLS/CM1A, проведены вычисле-
ния корреляций относительного отклонения результа-
тов расчета от эксперимента и количества атомов раз-
ных типов в молекуле.

Данные корреляции показывают для каких именно
атомов, содержащихся внутри рассматриваемого клас-
са молекул, погрешность при описании диэлектрической
проницаемости по отношению к эксперименту является
наибольшей. Отметим, что в данном случае учитывает-
ся не только само присутствие конкретного типа атома в
молекуле, но и количество атомов этого типа. Таким об-
разом, предполагается, что значимость данного призна-
ка для погрешности увеличивается с увеличением коли-
чества таких атомов в молекуле.

Выделение различных типов атомов проводилось
на основе модели OPLS/CM1A. В данной модели тип
атома зависит не только от химического элемента, но
и от локальных соседей данного атома в молекуле. На-
пример, кислород в функциональной группе вида 𝐶 = 𝑂
и кислород в функциональной группе вида 𝑅 − 𝑂 − 𝑅

′

Рисунок 2. Результаты расчетов диэлектрической проница-
емости для SPC/E воды от времени. Пунктирные линии —
усредненные по 9 отдельным траекториям значения диэлек-
трической проницаемости в зависимости от времени на тра-
ектории. Сплошная зеленая линия — усредненное по этим 9
траекториям значение 𝜀 от времени на траектории. Стрелкой
показано расчетное значение диэлектрической проницаемо-
сти воды в модели SPC/E из работы [25].

(где 𝑅 — произвольная группа атомов в молекуле) со-
ответствуют двум разным типам атома.

Расчеты коэффициента корреляции проведены по
формуле

𝑐𝑜𝑟𝑟𝑖 =
⟨(Δ𝜀− ⟨Δ𝜀⟩)× (𝑁𝑡𝑦𝑝𝑒𝑖 − ⟨𝑁𝑡𝑦𝑝𝑒𝑖⟩)⟩
⟨(Δ𝜀− ⟨Δ𝜀⟩)2⟩⟨(𝑁𝑡𝑦𝑝𝑒𝑖 − ⟨𝑁𝑡𝑦𝑝𝑒𝑖⟩)2⟩

, (5)

где Δ𝜀 = |𝜀𝑂𝑃𝐿𝑆 − 𝜀𝑒𝑥𝑝|/𝜀𝑒𝑥𝑝, 𝜀𝑂𝑃𝐿𝑆 — диэлектриче-
ская проницаемость по данным расчетов, 𝜀𝑒𝑥𝑝 — экс-
периментальное значение диэлектрической проницаемо-
сти, 𝑁𝑡𝑦𝑝𝑒𝑖 — число атомов типа 𝑖 в рассматриваемых
молекулах.

Результаты расчетов коэффициента корреляции
приведены на рисунке 3. Видно, что большинство ти-
пов атомов соответствуют малой или даже отрицатель-
ной корреляции. Исключение составляют типы атомов
кислорода (𝑅−𝑂−𝑅

′
кислород, где 𝑅 — произвольная

группа атомов в молекуле), атомы хлора, атомы брома
и атомы водорода 𝐻𝐶 = 𝑅. Наибольший эффект кор-
реляции достигается для молекул, содержащих атомы
хлора и кислорода (𝑅−𝑂 −𝑅

′
кислород).

Наблюдаемые корреляции хорошо согласуются
с тем, для каких молекул на рисунке 1 имеются силь-
ные отклонения от линии идеального согласия тео-
рии и эксперимента. В частности, сильное отклонение
наблюдается для молекулы диметоксиэтана (верхняя
часть рисунка 1), содержащей два атома кислорода вида

𝑅−𝑂 −𝑅
′
. Сильное отклонение наблюдается для моле-

кулы дихлорметана, содержащей два атома хлора (верх-
няя часть рисунка 1).

Важным фактором может являться большое чис-
ло активных торсионных углов в молекулах с функ-
циональной группой 𝑅 − 𝑂 − 𝑅

′
. Это может приво-

дить к сложностям усреднения большого числа конфи-
гураций молекулы. Чтобы исключить этот фактор, бы-
ла получена корреляция погрешности с количеством
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Рисунок 3.Корреляция относительной погрешности диэлектрической проницаемости (5) и количества атомов определенного
типа. Тип атомов определяется химическим элементом и окружением атома. Они показаны в верхней части рисунка. Также
показаны примеры молекул с атомами заданного типа.

активных торсионных углов в молекуле. Вычис-
ление было проведено с использованием библиотеки
RDKit [30]. Полученная корреляция составляет −0.05.
Таким образом, эта корреляция существенно меньше,
чем корреляция количества атомов 𝑅 − 𝑂 − 𝑅

′
и ато-

мов хлора в молекуле.

3.3. Альтернативные параметризации потенциала
для эфиров и хлоридов

Полученные в рамках анализа погрешности потен-
циала OPLS/CM1A результаты показывают, что для ди-
электрической проницаемости хлоридов и эфиров (мо-

лекул, содержащих 𝑅−𝑂−𝑅
′
кислород) целесообразно

использовать альтернативные параметризации потен-
циала межатомного взаимодействия. Важно отметить,
что проблема параметризации может быть в любых па-
раметрах потенциала (2), (3), включая внутримолеку-
лярные параметры, параметры потенциала Леннарда–
Джонса или заряды атомов. В данном случае заряды
соответствуют методу CM1A.

Для хлоридов в литературе описана модель, опти-
мизированная для описания диэлектрической проница-
емости [16]. В данной работе в стандартной параметри-
зации OPLS/CM1A дает ошибку примерно в два раза
для диэлектрической проницаемости хлоридов. Репара-
метризация позволяет понизить эту ошибку до 4%. По
данным модели [16] диэлектрическая проницаемость ди-
хлорметана 8.85. При использовании стандартных заря-
дов в рамках модели OPLS диэлектрическая проницае-
мость дихлорметана составляет 4.4 [16]. При этом экс-
периментальное значение диэлектрической проницаемо-
сти дихлорметана 8.5. Мы провели расчеты со стандарт-
ными параметрами внутримолекулярного и межмолеку-
лярного взаимодействия, но с зарядами из работы [16].
Диэлектрическая проницаемости по данным таких рас-
четов составляет 7.5, что находится в достаточно хоро-
шем согласии с работой [16] и экспериментальными дан-
ными.

4. ВЫВОДЫ

Проведено молекулярно-динамическое моделирова-
ние диэлектрической проницаемости органических жид-
костей в рамках модели OPLS/CM1A. Показано, что
наибольшее расхождение результатов моделирования и
экспериментальных данных наблюдается для молекул,
содержащих в своем составе 𝑅 − 𝑂 − 𝑅

′
атомы кисло-

рода и атомы хлора. При этом корреляция с другими
факторами погрешности, такими как число торсионных
углов в молекуле, является существенно более слабой.

Корректность протокола моделирования подтвер-
ждена хорошим согласием данных по диэлектрической
проницаемости воды с данными расчетов в других ра-
ботах. Полученный в данной работе 𝜀 = 71.2 совпа-
дает с расчетными данными в работе [25] 𝜀 = 72.4.
Показано, что для достижения такой точности требует-
ся усреднение по нескольким траекториям общей дли-
ной в несколько наносекунд (рисунок 2). Кроме того,
получено хорошее согласие с данными работы [16] по
диэлектрической проницаемости дихлорметана.

Проведены расчеты коэффициента корреляции от-
носительной погрешности в определении диэлектриче-
ской проницаемости и химического состава молекулы.
Показано, что имеется сильная корреляция погрешно-
сти и числа атомов кислорода типа 𝑅−𝑂−𝑅

′
и атомов

хлора в молекуле (рисунок 3).
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ПРИЛОЖЕНИЕ

В таблице A1 приведены параметры (SMILES коды
[31]) всех 50 молекул, рассмотренных в данной работе.
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Таблица A1. Список всех 50 молекул рассмотренных в ра-
боте и значений расчетных и экспериментальных [26] данных
для них.

SMILES код молекулы 𝜀𝑒𝑥𝑝 𝜀𝑂𝑃𝐿𝑆

C(Cl)Cl 8.50 20.90
CC#N 36.55 32.03
CC=O 21.16 24.91
C(C(F)(F)F)(C(F)(F)F)F 4.0971 3.23
C(C(F)F)(C(F)(F)F)F 5.3249 8.80
C=CCBr 6.68 10.18
C=CCCl 7.67 11.61
CN(C)S(=O)(=O)C(F)(F)F 22.98 15.94
C1COCO1 7.34 5.82
CC(=O)OC 6.2042 4.59
C(CC#N)C#N 56.09 58.50
CC(CC(F)(F)F)(F)F 11.2337 14.07
COC(=O)C=C 7.021 4.19
CCCC#N 23.70 20.55
CCC(=O)C 18.26 19.13
C1CCOC1 7.6 5.98
C1COCCO1 2.23 8.47
CCOC(=O)C 5.99 4.54
C1CCS(=O)(=O)C1 44.0 16.46
COCCOC 7.069 16.94
C1=COC(=C1)C=O 41.799 27.54
C(CC#N)CC#N 34.60 29.58
C1CCC(=O)C1 13.49 11.86
CCOC(=O)C=C 6.209 3.35
CC(=C)C(=O)OC 6.53 4.18
CC1CCC(=O)O1 36.47 33.16
CCN(CC)S(=O)(=O)C(F)(F)F 20.42 24.88
CCCC(=O)C 15.1 14.68
CCC(=O)OCC 5.717 3.86
CCOC(=O)OCC 2.834 1.45
C1=CC=C(C=C1)Br 5.124 10.23
C(CCC#N)CC#N 32.12 30.76
C1CCC(=O)CC1 15.77 10.62
CCOC(=O)C(=C)C 5.81 3.58
CC(=O)CCC(=O)OC 14.843 8.55
C1CCCCC1 2.021 1.02
CCCCC(=O)C 14.00 11.94
CCCCOC(=O)C 5.03 3.13
CCCC(=O)OCC 5.29 3.12
CCCCCC 1.882 1.02
CC(C)OC(C)C 3.71 3.70
CCCS(=O)CCC 33.110 21.18
CCN(CC)CC 2.3820 2.60
COC(=O)C1=CC=NC=C1 19.25 2.79
CC1=CC=CC=C1 2.39092 1.14
COC1=CC=CC=C1 4.3724 3.05
C(CCC#N)CCC#N 29.71 23.06
C1CCCC(=O)CC1 12.92 11.82
CCOC(=O)CCC(=O)C 12.852 8.88
CC(C)CCOC(=O)C 5.346 2.79
CCCCCOC(=O)C 4.73 2.87
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Аннотация. В данной работе представлена первопринципная реализация метода расчета транс-
портных свойств материалов с использованием вариационного метода наименьшего порядка
в формулировке Аллена для решения кинетического уравнения. Впервые в рамках реализа-
ции метода Аллена для интегрирования в зоне Бриллюэна применена процедура интерполяции
Ванье для зонной структуры, фононного спектра и матричных элементов электрон-фононного
взаимодействия. Это нововведение существенно расширяет возможности применения данного
метода. Подробно описаны технические аспекты выбранной методики и приведены результаты
расчетов удельного сопротивления и электронной теплопроводности алюминия. Выполнен ана-
лиз сходимости результатов расчетов для различных сеток в обратном пространстве и срав-
нительный анализ методов интегрирования в зоне Бриллюэна. Продемонстрировано отличное
согласие с экспериментальными данными в широком диапазоне температур в твердой фазе.
https://doi.org/10.33849/2024303

1. ВВЕДЕНИЕ

Расчеты транспортных свойств материалов, таких
как удельное сопротивление и теплопроводность, явля-
ются ключевыми для понимания поведения электронов
в твердых телах, особенно в металлах. Эти свойства иг-
рают центральную роль в различных областях науки
и техники, включая электронику и термоэлектрические
устройства. Одним из основных подходов для описа-
ния указанных свойств является решение кинетическо-
го уравнения (КУ) Больцмана, которое учитывает рас-
сеяние электронов на квантах колебаний кристалличе-
ской решетки — фононах — в виде интеграла столкно-
вений. Пожалуй, наиболее распространенным методом
для численных расчетов транспортных свойств в рам-
ках КУ является приближение постоянного времени ре-
лаксации [1], которое предоставляет сильно упрощенное
описание транспортных свойств. В рамках данного при-
ближения единственным параметром, определяющим
величину электрон-фононного взаимодействия (ЭФВ),
служит время свободного пробега 𝜏 , которое обычно
подбирается из некоторых эмпирических соображений.
Необходимо отметить, что это приближение не всегда
приводит даже к удовлетворительному согласию с экс-
периментальными данными. Особенно сильное расхож-
дение наблюдается при наличии сложных механизмов
рассеяния, таких как анизотропия ЭФВ, характерная
для многих веществ, в том числе простых металлов [2].

Для решения КУ применяются и другие методы,
среди которых можно выделить решение методом ите-
раций [3], а также приближение усредненного ЭФВ [4].
В рамках данной работы мы воспользовались вариаци-
онным методом наименьшего порядка (ВПНП, LOVA)
для решения КУ. Одним из первых, кто применил дан-
ный метод для отыскания решения КУ, был Займан [5].
Одним из существенных недостатков полученных Зай-
маном формул для электро- и теплопроводностей явля-
ется входящий в них параметр числа электронов прово-

димости в единице объема кристалла [6]. Данный пара-
метр может принимать нецелые значения и предполага-
ется известным из некоторых дополнительных сообра-
жений.

Позднее Аллен внес существенный вклад в разви-
тие метода ВПНП [7, 8], который более аккуратно учи-
тывает процессы ЭФВ-рассеяния. Метод Аллена позво-
ляет учесть более тонкие особенности поверхности Фер-
ми с использованием гармоник Ферми-поверхности, так-
же введеных Алленом [9].

Ранее метод ВПНП как в формулировке Займа-
на [6], так и в обобщенном виде Аллена [2, 10, 11] был
применен для первопринципных расчетов транспорт-
ных свойств различных металлов. Эти расчеты опира-
ются на предварительные вычисления электронной зон-
ной структуры методом теории функционала плотно-
сти (ТФП). Помимо этого, для метода ВПНП требу-
ются фононный спектр и матричные элементы (МЭ)
ЭФВ. Эти величины также возможно вычислять пер-
вопринципными методами, например, при помощи тео-
рии возмущений функционала плотности (ТВФП) [12].
Стоит отметить, что для достижения сходимости в под-
ходе ВПНП требуется интегрирование электронных и
фононных свойств в обратном пространстве на доста-
точно густых сетках в зоне Бриллюэна (ЗБ). Это тре-
бует гораздо более существенных вычислительных ре-
сурсов по сравнению с указанными выше приближени-
ями постоянного времени релакасации и усредненного
ЭФВ. Для облегчения расчетов интегралов в ЗБ может
быть применена процедура интерполяции электронных
и фононных энергий, а также МЭ ЭФВ, с грубых сеток,
где расчеты проведены ТФП, на более густые. Одна из
таких интерполяционных процедур опирается на фор-
мализм максимально локализованных функций Ванье
(МЛФВ) [13–15] — далее в тексте “интерполяция Ванье”.

Ранее метод Аллена был реализован в рамках
полноэлектронных расчетов ТФП [10, 11]. В недавней
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работе [2] были представлены расчеты, основанные на
псевдопотенциальном подходе. Использование псевдо-
потенциального приближения в ТФП значительно рас-
ширяет возможности масштабирования расчетов на бо-
лее сложные структуры. Однако в работе [2] применял-
ся псевдопотенциал, сохраняющий норму, который про-
ще в реализации, но менее точен по сравнению с PAW
(projector augmented waves) потенциалом [16]. Другим
ограничением таких расчетов, как уже было сказано, яв-
ляется необходимость использования густых сеток в ЗБ.
В упомянутых исследованиях техника интерполяции
в ЗБ не применялась, а все предварительные расче-
ты выполнялись на густых сетках первопринципными
методами, что существенно ограничивало максимально
допустимые размеры сеток в ЗБ. Наконец, стоит отме-
тить, что на данный момент отсутствуют открытые про-
граммные коды, реализующие метод Аллена в рамках
псевдопотенциального подхода.

В данной работе мы впервые реализовали метод
Аллена с применением псевдопотениального подхода
в формулировке PAW для предварительных расчетов
ТФП и ТВФП. Для ускорения расчетов на густых сет-
ках в ЗБ впервые в рамках реализации данного мето-
да была использована процедура интерполяции Ванье.
Реализация этих нововведений требует тщательного
анализа сходимости и влияния параметров моделирова-
ния на точность расчетов.

Для проверки предложенной реализации метода
Аллена нами проведены расчеты удельного сопротивле-
ния и электронной теплопроводности чистого алюминия
в твердой фазе, транспортные свойства которого хоро-
шо изучены экспериментально. Получены температур-
ные зависимости указанных величин вплоть до точки
плавления. Особое внимание уделено техническим де-
талям расчетов, включая сходимость интегралов в ЗБ
в зависимости от размера сеток. Также рассмотрены
различные методы интегрирования в зоне Бриллюэна.
Отметим, что первопринципный расчет транспортных
свойств алюминия на основе решения кинетического
уравнения методом Аллена в рамках псевдопотенциаль-
ного подхода ранее в литературе не был представлен.

Статья организована следующим образом: раздел
2 посвящен краткому обзору метода Аллена, далее в
разделе 3 подробно рассказано о процедуре проведе-
ния расчетов и параметрах моделирования, в разделе
4 представлены результаты, полученные для алюминия,
и приведено сравнение с экспериментальными данными.
Наконец, раздел 5 подводит итоги выполненной работы.

2. ОБЗОР МЕТОДА АЛЛЕНА

В данном разделе коротко описан метод решения
линеаризованного кинетического уравнения Больцмана
в рамках вариационного приближения наименьшего по-
рядка. Данный подход был описан Алленом в [7, 8].
Число электронов в состоянии, характеризуемом набо-
ром квантовых чисел 𝑘 = (k𝑛), определяется функцией
распределения 𝐹𝑘. Здесь k— волновой вектор электрона
в зоне Бриллюэна и 𝑛 — номер зоны. Если к материалу
не приложено внешнее электрическое поле и нет гради-
ента температуры, функция 𝐹𝑘 является распределени-
ем Ферми–Дирака 𝑓𝑘 = [exp(𝛽𝜖𝑘)+1]−1 (всюду в работе
энергия электронов отсчитывается от химического по-
тенциала 𝜇). В присутствии малого внешнего возмуще-

ния распределение 𝐹𝑘 может быть записано в виде

𝐹𝑘 = 𝑓𝑘 +

(︂
−𝜕𝑓𝑘
𝜕𝜖𝑘

)︂
𝜑𝑘,

где введена функция 𝜑𝑘, линейная по полю E и гради-
енту температуры ∇𝑇 .

При помощи функции распределения выражения
для электрического тока и потока тепла можно записать
в форме (множитель 2 возникает из-за вырождения по
спину)

𝑗𝑒 = −2𝑒
∑︁
𝑘

𝑣𝑥(𝑘)𝜑𝑘

(︂
−𝜕𝑓𝑘
𝜕𝜖𝑘

)︂
= 𝜎𝐸, 𝑒 > 0, (1)

𝑗𝑄 = 2
∑︁
𝑘

𝜖𝑘𝑣𝑥(𝑘)𝜑𝑘

(︂
−𝜕𝑓𝑘
𝜕𝜖𝑘

)︂
= −𝜅

𝑑𝑇

𝑑𝑥
. (2)

Выписанные формулы подразумевают, что внеш-
нее возмущение направлено вдоль оси 𝑥, а среда об-
ладает кубической симметрией, поэтому и отклик на-
правлен туда же. Электронные скорости v𝑘 представля-
ют собой градиенты электронных энергий по k-точкам
v𝑘 = (1/~)∇k𝜖𝑘. Важно отметить, что в (1) и (2) не учте-
ны термоэлектрические эффекты, учет которых вносит
малую поправку в рамках рассматриваемого приближе-
ния [8].

Таким образом, для определения электропроводно-
сти 𝜎 и теплопроводности 𝜅 требуется знание поправок
𝜑𝑘 к равновесной функции распределения. Для их на-
хождения служит линеаризованное уравнение Больцма-
на [17] (︂

𝑒𝐸 +
𝜖𝑘
𝑇

𝑑𝑇

𝑑𝑥

)︂
𝑣𝑥(𝑘)

𝜕𝑓𝑘
𝜕𝜖𝑘

=
∑︁
𝑘′

𝑄𝑘𝑘′𝜑𝑘′ . (3)

Здесь 𝑄𝑘𝑘′ — оператор рассеяния, физический смысл
которого становится хорошо понятен, если выписать его
связь с вероятностью перехода 𝑃𝑘𝑘′ электрона из состо-
яния 𝑘 в состояние 𝑘′ в единицу времени [17]:

𝑃𝑘𝑘′ = −𝑇𝑄𝑘𝑘′ , 𝑘 ̸= 𝑘′.

Эта величина имеет важное значение в теории квантово-
механических переходов, для нее записывается золо-
тое правило Ферми. В частности, в случае электрон-
фононного взаимодействия

𝑃𝑘𝑘′ =
2𝜋

~
∑︁
q𝜈

|𝑔q𝜈𝑘𝑘′ |2𝑓(𝜖𝑘)(1− 𝑓(𝜖𝑘′))

× [(𝑛(~𝜔q𝜈 , 𝑇 ) + 1)]𝛿(𝜖𝑘 − 𝜖𝑘′ − ~𝜔q𝜈)+
𝑛(~𝜔q𝜈 , 𝑇 )𝛿(𝜖𝑘 − 𝜖𝑘′ + ~𝜔q𝜈)]. (4)

Приведенное выражение дает вероятность перехода
электрона в процессе взаимодействия с фононом, имею-
щим волновое число q и поляризацию 𝜈. В этой формуле
𝑛(~𝜔q𝜈 , 𝑇 ) — распределение Бозе–Эйнштейна для фоно-
нов в решетке с температурой 𝑇 , 𝜔q𝜈 — частота фонона,
𝑔q𝜈𝑘𝑘′ — МЭ ЭФВ, который определяет вероятность рас-
сеяния электрона из начального состояния 𝑘 в конеч-
ное 𝑘′ в результате излучения фонона с q и 𝜈 (первое
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слагаемое в квадратных скобках) или его поглощения
(второе слагаемое).

Решение уравнения (3) было предложено искать пу-
тем подстановки в него приближенного решения для
обоих токов (1), (2) в следующей форме:

𝜑
(𝐸,0)
𝑘 = −𝑒𝐸𝑣𝑥(𝑘)𝜏𝐸 , (5)

𝜑
(𝑄,0)
𝑘 = −𝑑𝑇

𝑑𝑥

𝜖𝑘
𝑇
𝑣𝑥(𝑘)𝜏𝑄. (6)

Введенные здесь параметры 𝜏𝐸 и 𝜏𝑄 имеют размерность
времени. После подстановки (5) и (6) в (1) и (2) получим
выражения ВПНП для электро- и теплопроводности:

𝜎(0) = 2𝑁(0)⟨𝑣2𝑥⟩𝑒2𝜏𝐸 , (7)

𝜅(0) = 2𝑁(0)⟨𝑣2𝑥𝜖2⟩𝑒2𝜏𝑄/𝑇. (8)

Здесь введены короткие обозначения для средних (под
𝑁(0) подразумевается плотность электронных состоя-
ний на энергии Ферми):

𝑁(0)⟨𝑣2𝑥⟩ =
∑︁
𝑘

𝑣2𝑥(𝑘)

(︂
−𝜕𝑓𝑘
𝜕𝜖𝑘

)︂
≈

∑︁
𝑘

𝑣2𝑥(𝑘)𝛿(𝜖𝑘),

𝑁(0)⟨𝑣2𝑥𝜖2⟩ =
∑︁
𝑘

𝑣2𝑥(𝑘)𝜖
2
𝑘

(︂
−𝜕𝑓𝑘
𝜕𝜖𝑘

)︂
≈ (1/3)(𝜋𝑘𝐵𝑇 )

2
∑︁
𝑘

𝑣2𝑥(𝑘)𝛿(𝜖𝑘).

В результате дальнейших весьма нехитрых, но гро-
моздких преобразований [8, 17] получаются следующие
итоговые выражения ВПНП для удельного сопротивле-
ния и теплопроводности:

𝜌(0) =
1

𝜎(0)
=

2𝜋𝑉 𝑘𝐵𝑇

𝑒2~𝑁(0)⟨𝑣2𝑥⟩

∫︁ ∞

0

𝑑Ω

Ω

𝑥2

sinh2 𝑥
𝛼2
𝑡𝑟𝐹 (1,Ω),

(9)

1

𝜅(0)
=

6𝑉

𝜋~𝑘𝐵𝑁(0)⟨𝑣2𝑥⟩

∫︁ ∞

0

𝑑Ω

Ω

𝑥2

sinh2 𝑥

×
[︂
𝛼2
𝑡𝑟𝐹 (1,Ω)

(︂
1 +

𝑥2

𝜋2

)︂
+

3𝑥2

𝜋2
𝛼2
𝑡𝑟(−1,Ω)

]︂
. (10)

Здесь 𝑉 — объем элементарной ячейки, 𝑥 = Ω/(2𝑘𝐵𝑇 ),
а обозначение для подынтегрального выражения
𝛼2
𝑡𝑟𝐹 (±1,Ω)

𝛼2
𝑡𝑟𝐹 (±1,Ω) =

1

2𝑁(0)⟨𝑣2𝑥⟩
∑︁
q𝜈

𝛿(Ω− 𝜔q𝜈)

×
∑︁
𝑘𝑘′

|𝑔q𝜈𝑘𝑘′ |2(𝑣𝑥(𝑘)− 𝑣𝑥(𝑘
′))2𝛿(𝜖𝑘)𝛿(𝜖𝑘′) (11)

было введено Алленом и названо транспортной спек-
тральной функцией по аналогии со спектральной функ-
цией Элиашберга из теории электрон-фононного взаи-
модействия и сверхпроводимости [18].

В заключение этого раздела особо отметим важный
высокотемпературный предел приведенных выражений
для транспортных свойств (9), (10) [8]:

𝜌(0) =
𝜋𝑉 𝑘𝐵𝑇

𝑒2~𝑁(0)⟨𝑣2𝑥⟩
𝜆𝑡𝑟, (12)

1

𝜅(0)
=

3𝑉

𝜋~𝑘𝐵𝑁(0)⟨𝑣2𝑥⟩
𝜆𝑡𝑟, (13)

где 𝜆𝑡𝑟 — безразмерная величина, транспортный ана-
лог параметра, традиционно обозначаемого 𝜆 в тео-
рии сверхпроводимости. Он полезен для оценки величи-
ны электрон-фононного взаимодействия и температуры
сверхпроводящего перехода [17]:

𝜆𝑡𝑟 = 2

∫︁ ∞

0

𝑑Ω

Ω
𝛼2
𝑡𝑟𝐹 (1,Ω). (14)

В рамках данной работы величина 𝜆𝑡𝑟 интересна
в первую очередь для оценки величин удельного со-
противления и теплопроводности при высоких темпера-
турах. Из (12) видно, что удельное сопротивление в этом
пределе должно быть прямо пропорционально темпера-
туре, а из (13) – что величина теплопроводности должна
выйти на некоторое постоянное значение.

3. МЕТОДИКА И ПАРАМЕТРЫ РАСЧЕТОВ

Всю последовательность расчетов для получения
итоговых результатов для транспортных свойств мож-
но разделить на три основные части. В первой части
выполняются предварительные первопринципные рас-
четы электронных свойств методом ТФП (электрон-
ный спектр 𝜀k𝑛, электронные скорости 𝑣k𝑛), фонон-
ных свойств на основе ТВФП (фононный спектр 𝜔q𝜈)
и МЭ ЭФВ также методом ТВФП (𝑔q𝜈𝑘𝑘′). Эта группа
расчетов была проведена полностью в пакете Quantum
ESPRESSO (далее QE) [19]. Во второй части на основе
электронных и фононных свойств, полученных на пер-
вом этапе для грубых сеток k- и q-точек, при помощи
отдельного модуля EPW (Electron Phonon Wannier) [20]
для QE формируется желаемый набор МЛФВ, который
используется впоследствии для процедуры интерполя-
ции в обратном пространстве.

Наконец, на третьем этапе проводятся расчеты для
спектральной функции по формулам (11) на гораздо
более густых сетках при помощи интерполяции Ванье.
Формулы, по которым производится интерполяция, так-
же реализованы в EPW, но в этом модуле не поддержан
расчет транспортной спектральной функции Аллена.
Также в нем есть лишь один способ интегрирования
в ЗБ — метод суммирования “функций-размытий” для
дельта-функций Дирака (например, часто применяется

гауссово размытие: 1/
√
2𝜋𝜎 ·𝐹 (𝜀/𝜎), 𝐹 (𝑥) = exp(−𝑥2/2)

с параметром размытия 𝜎). Существенным недостатком
метода размытия является необходимость тщательного
согласования и проверки сходимости для параметров 𝜎
и плотности k-точек для интегрирования. Этот недо-
статок полностью отсутствует в альтернативном спосо-
бе интегрирования в ЗБ — методе тетраэдров [21], [22].
Этот подход требует проверки сходимости лишь по чис-
лу k-точек и, как правило, дает заметно более точное
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описание характерных особенностей в плотности состо-
яний электронов, фононов и, самое главное для метода
Аллена, транспортной спектральной функции. Отдель-
но стоит отметить, что формулировка метода тетраэд-
ров для двойных дельта-функций (как в (11)) была так-
же предложена Алленом [22].

В связи с описанными проблемами, присутствую-
щими в EPW, мы выполнили численную реализацию
метода Аллена в виде отдельной программы, которая
использует EPW как стороннюю библиотеку для ин-
терполяционных процедур. Расчет транспортной спек-
тральной функции возможно выполнять как при помо-
щи размытия дельта-функций в (11), так и при помощи
метода тетраэдров. На основе найденных спектральных
функций далее возможно получить удельное сопротив-
ление (9) и теплопроводность (10) для заданного диа-
пазона температур в твердой фазе. В этих выражени-
ях в знаменателе присутствует транспортная плотность
состояний на энергии Ферми 𝑁(0)⟨𝑣2𝑥⟩, также рассчиты-
ваемая методом тетраэдров.

Первопринципные расчеты в QE проводились
в рамках псевдопотенциального подхода с применением
формализма PAW. Обменно-корреляционный функцио-
нал в форме GGA PBE [23] использовался во всех расче-
тах. Рассматривалась элементарная ячейка алюминия,
предварительно была проведена релаксация параметра
гранецентрированной кубической решетки (ГЦК) и по-
лучено значение 𝑎 = 4.047 Å, использованное далее во
всех QE-расчетах. Параметр обрезания при разложении
волновых функций в базисе плоских волн во всех рас-
четах составлял 𝐸cut = 1200 эВ. Было выбрано два ва-
рианта для исходной однородной грубой сетки k-точек
в ЗБ: 6×6×6 и 8×8×8. При расчете фононных свойств
были выставлены в точности такие же соответствующие
сетки q-точек. Эти однородные сетки в QE построены
по схеме Монкхорста–Пака [24].

В приведенных далее расчетах с помощью моду-
ля EPW для формирования желаемых МЛФВ (факти-
чески на этом этапе происходит обращение к друго-
му известному коду Wannier90 [15]) требуется задать
диапазон из 𝐽 электронных зон, для кототрых нуж-
но провести интерполяцию Ванье. Основная проблема
на данном этапе состоит в том, что электронные зо-
ны для большинства материалов, даже простых метал-
лов, “переплетаются” (т.е. между ними отсутствует энер-
гетическая щель заметной величины) в определенных
участках ЗБ. Для того, чтобы более точно восстановить
зонную структуру путем интерполяции Ванье, в EPW-
расчетах может быть применена процедура “распуты-
вания” зон (disentanglement), предложенная в [25] и ре-
ализованная в Wannier90. Для применения процедуры
задаются два энергетических окна: “внешнее” (𝐸outer) и
“замороженное” (𝐸frozen). В случае с алюминием в дан-
ной работе мы выбрали 𝐸outer = 70 эВ и 𝐸frozen = 30 эВ.
Применение этой процедуры не обязательно, но каче-
ство интерполированной зонной структуры без “распу-
тывания” оказалось заметно хуже и не приведено далее
в результатах.

Заключительная часть расчетов была проведе-
на в авторской программе. Происходило считывание
МЛФВ, сформированных на предыдущем этапе, и по-
следующий расчет транспортной спектральной функ-
ции по формуле (11) с вспомогательным вызовом про-
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Рисунок 1. Зонная структура алюминия вдоль пути точек
высокой симметрии ГЦК решетки. Синим показаны зоны,
рассчитанные по ТФП, зеленым — результаты интерполя-
ции Ванье. Видно отличное согласие результатов, по крайней
мере, внутри “замороженного” окна. Справа приведена рас-
считанная методом тетраэдров плотность электронных со-
стояний.

цедур EPW для интерполяции не только электронных
энергий, но также энергий фононов и МЭ ЭФВ, как опи-
сано в [14]. О выборе сеток для интерполяции Ванье и
о сходимости подробнее сказано в следующем разделе.
Там же приведены итоговые результаты для транспорт-
ных свойств.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Для проверки изложенного первопринципного под-
хода к нахождению транспортных свойств мы прове-
ли расчеты для удельного сопротивления и электрон-
ной теплопроводности твердого алюминия. Выбор ма-
териала для валидации обусловлен в первую очередь
тем, что алюминий обладает достаточно простой элек-
тронной структурой, которая хорошо описывается моде-
лью свободных электронов. Таким образом, нам удалось
тщательно проверить качество Ванье-интерполяции при
описании зонной структуры и фононного спектра.

Результаты для зонной структуры алюминия вдоль
пути 𝐺–𝑋–𝑊–𝐾–𝐺–𝐿–𝑈–𝑋 (стандартные обозначения
точек высокой симметрии для ГЦК решетки) в пер-
вой зоне Бриллюэна показаны на рисунке 1 (энергии
отсчитываются от энергии Ферми). Синим цветом на
этом рисунке показан электронный спектр, получен-
ный из полноценного расчета ТФП (без интерполяции).
В данном расчете только две зоны пересекают энер-
гию Ферми алюминия. В качестве начального прибли-
жения для локализованных функций Ванье мы приме-
нили проектирование на sp3-гибридизованные электрон-
ные орбитали. Такой выбор позволяет охватить четы-
ре зоны, изображенные зеленым цветом на рисунке 1.
Видно очень хорошее согласие результатов интерполя-
ции с данными расчета ТФП не только вблизи уров-
ня Ферми, но и в достаточно широкой области свер-
ху и снизу от него. Исходные грубые сетки составля-
ли 8 × 8 × 8/8 × 8 × 8 для k- и q-точек соответст-
венно. Важно обратить внимание, что столь заметного
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Рисунок 2. Фононная дисперсия алюминия. Результаты
расчета ТВФП и результаты интерполяции Ванье полно-
стью совпадают, показаны только результаты интерполяции.
Для сравнения нанесены данные эксперимента из [26], с ко-
торыми также наблюдается хорошее согласие. Справа при-
ведена плотность состояний фононов, полученная методом
тетраэдров.

согласия удалось добиться во многом благодаря зада-
нию достаточно большой величины “замороженного” ок-
на в процедуре “распутывания” зон (ширина окна со-
ставила 30 эВ). Приведенная справа на том же рисун-
ке плотность электронных состояний алюминия, полу-
ченная на основе зон из интерполяции Ванье методом
тетраэдров, демонстрирует известную корневую зависи-
мость.

При описании фононных свойств при помощи ин-
терполяции Ванье была получена дисперсионная кри-
вая, приведенная на рисунке 2. На том же рисунке по-
казаны результаты эксперимента [26]. Наблюдается от-
личное согласие с результатами интерполяции Ванье.
При этом на рисунке не показаны результаты для расче-
та ТВФП, так как они оказались полностью идентичны
интерполированным.

На рисунке 3 показана сходимость по сеткам k-
и q-точек для транспортной спектральной функции
𝛼2𝐹 (+1,Ω) (11). Основная часть расчетов была выпол-
нена для начальных грубых сеток 6×6×6/6×6×6 (пер-
вой указана сетка k-точек). При этом сходимость мож-
но считать достигнутой для соотношения густых сеток
32×32×32/10×10×10, что видно из рисунка 3. Также на-
ми были выполнены расчеты и для более густых началь-
ных сеток 8×8×8/8×8×8. Пик на частоте около 8 ТГц,
соответствующий продольным колебаниям решетки, яв-
ляется самым заметным и присутствует на всех приве-
денных кривых, однако его высота немного различается
в зависимости от выбранного метода и плотности сеток.
Например, красная и синяя линии (густые сетки для ме-
тода гауссова размывания) показывают более сглажен-
ные и менее выраженные пики, чем зеленая пунктирная
линия (метод тетраэдров). Видно, что метод тетраэдров
подчеркивает детали спектральной функции и делает
пики более выраженными, чем при гауссовом размытии.
Видно, что смена начальных сеток приводит к заниже-
нию высокочастотного пика в спектральной функции.
При этом интегральная величина 𝜆tr, описанная в (14),
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Рисунок 3. Транспортная спектральная функция алюми-
ния, рассчитанная для различных сеток в обратном про-
странстве. Сходимость при начальных грубых сетках 6×6×6
достигается для мелких сеток 323/103. Отдельно проведен
расчет для исходных грубых сеток 8× 8× 8.
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Рисунок 4. Результаты для транспортных свойств алюми-
ния. (а) — Удельное сопротивление в зависимости от темпе-
ратуры. Различными цветами показаны результаты для на-
бора грубых/мелких сеток. Также приведены величины 𝜆tr

для этих сеток. Результаты в отличном согласии с экспери-
ментальными данными из [27] и [28], [29]. (б) — Электронная
теплопроводность в зависимости от температуры. Отличное
согласие со справочными данными.

слабо меняется, что, в свою очередь, практически не
сказывается на ходе температурной зависимости удель-
ного сопротивления, приведенной на рисунке 4.

Результаты для удельного сопротивления (рисунок
4(a)) демонстрируют превосходное согласие с известны-
ми экспериментальными данными [27] и [28] вне зависи-
мости от выбранного метода интегрирования ЗБ (уди-
вительно, но метод тетраэдров дает чуть худшее согла-
сие в области температур выше 600 K по сравнению с
гауссовым размытием дельта-функций). Не видно так-
же и заметного отличия при увеличении густоты сеток
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для интерполяции выше чем 32× 32× 32 для k-точек и
10× 10× 10 для q-точек. В области низких температур
отчетливо виден криволинейный характер зависимости
удельного сопротивления, касающийся оси температур
при 𝑇 = 0, что показано на вставке справа. При этом
все полученные результаты идут чуть выше экспери-
мента. Кривая, полученная методом тетраэдров, согла-
суется лучше всего.

В области высоких температур, особенно в окрест-
ности плавления, наблюдается наибольшее расхождение
наших результатов с данными экспериментов (порядка
5% для гауссова размытия и 8% для метода тетраэдров).
Такое расхождение в первую очередь связано с необ-
ходимостью учета в этой области температур эффек-
тов ангармонизма при описании колебаний кристалли-
ческой решетки. Так как использованная в работе ме-
тодика принципиально учитывает лишь малые (гармо-
нические) колебания решетки при описании фононных
свойств и МЭ ЭФВ, описать криволинейный ход удель-
ного сопротивления возможно только с учетом тепло-
вого расширения (например, из уравнения состояния).
В будущем мы планируем обобщить выбранный метод
расчета и применить квазигармоническое приближение
для учета теплового расширения кристалла.

На рисунке 4(б ) приведены результаты для элек-
тронной теплопроводности. Наблюдается отличное со-
гласие с экспериментальными данными практически
для всей области температур вплоть до плавления.
Показаны только результаты, полученные при помощи
гауссова размытия для исходных грубых сеток 6 × 6 ×
6/6×6×6 и густых сеток 32×32×32/10×10×10. Отли-
чие от хода экспериментальной зависимости при темпе-
ратурах ниже 100 K может быть связано с возбуждени-
ем длинноволновых акустических фононов, которые не
могут быть учтены для ограниченного размера суперъ-
ячейки, используемого в расчетах по ТФП.

В завершение обсуждения результатов для транс-
портных свойств отметим справедливость выполнения
соотношений (12) и (13). Действительно, как и ожида-
лось, удельное сопротивление демонстрирует линейный
характер в области высоких температур, причем наклон
прямой тем выше, чем выше величина константы ЭФВ
𝜆tr, определенной в (14). Электронная электропровод-
ность, в свою очередь, выходит на плато с ростом 𝑇 .
На рисунке 4 значения параметра 𝜆tr показаны цветами
в соответствии с цветами графиков. Мы оценили также
значение 𝜆tr, опираясь на приведенные эксперименталь-
ные данные по теплопроводности и формулу (13). В ка-
честве величин объема элементарной ячейки 𝑉 и транс-
портной плотности состояний 𝑁(0)⟨𝑣2𝑥⟩ были взяты рас-
четные значения. Полученная таким способом оценка
величины 𝜆*

tr = 0.352 отлично согласуется с усреднени-
ем величин, приведенных на рисунке 4: 𝜆tr = 0.353.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе представлена реализация метода
для расчета транспортных свойств материалов с исполь-
зованием вариационного метода наименьшего порядка,
предложенного Алленом, в сочетании с процедурой ин-
терполяции Ванье для описания зонной структуры и
фононного спектра. Применение интерполяции Ванье,
впервые использованной авторами в рамках данного
подхода, позволило значительно ускорить интегрирова-

ние в ЗБ, существенно увеличив плотность k- и q-точек
и повысив точность расчетов электронных и фононных
свойств.

Мы продемонстрировали высокую надежность ре-
ализованного метода расчета транспортных свойств на
примере алюминия, получив отличное согласие с экспе-
риментальными данными для удельного сопротивления
и электронной теплопроводности.

Особое внимание уделено техническим аспектам
интерполяции Ванье и анализу сходимости по густоте
сеток в ЗБ. Сравнение различных методов интегрирова-
ния в ЗБ, таких как гауссово размытие дельта-функций
и метод тетраэдров, показало, что метод тетраэдров
обеспечивает более точное воспроизведение тонких де-
талей спектральной функции.

В заключение отметим, что предложенный подход
может быть применен и для более сложных материалов,
включая учет эффектов теплового расширения и ан-
гармонизма колебаний кристаллической решетки. Даль-
нейшие исследования будут направлены на улучшение
расчетов в области высоких температур с использовани-
ем квазигармонического приближения, а также на рас-
ширение методики для описания сложных кристалличе-
ских структур и материалов с анизотропными свойст-
вами.
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