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1. ВВЕДЕНИЕ

Задача расчета равновесного состава химически ре-
агирующих термодинамических систем давно привлека-
ет внимание многих исследователей, поскольку имеет
существенное прикладное значение [1–3]. Первые алго-
ритмы решения этой задачи, ориентированные на при-
менение компьютеров, были предложены еще в 50-е го-
ды прошлого века [4, 5]. С обзором основных методов
расчета равновесия в гомогенных термодинамических
системах можно ознакомиться по монографиям [6, 7].
В настоящей работе приведен модифицированный ал-
горитм расчета равновесия в многокомпонентной го-
могенной термодинамической системе, разработанный
Б.Г. Трусовым [8], и его программная реализация на
языке программирования Julia [9]. Он предоставляет
широкие возможности использования готовых библио-
тек, в которых реализованы численные методы вычис-
лений. Мы выбрали Julia для реализации алгоритма, по-
скольку это высокоэффективный свободный язык про-
граммирования, ориентированный на решение научно-
технических проблем [10]. При реализации алгоритма
были использованы материалы приложения к учебнику
по линейной алгебре [11]. В монографии [12] приводится
текст программы расчета равновесия многокомпонент-
ной гетерогенной системы на языке Фортран, однако
он достаточно сложен для понимания. Поэтому в дан-
ной работе приводится существенно упрощенная версия
программы, которую несложно изучить и модифициро-
вать при необходимости.

Статья построена следующим образом. Приводит-
ся описание метода и алгоритма расчета равновесного
состава, описание вызова функции расчета равновесия
MicPV , рассказано о том, как можно подготовить исход-
ные данные для расчета равновесия.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим термодинамическую систему, образо-
ванную смесью идеальных газов. Равновесным приня-
то называть состояние термодинамической системы, ха-
рактеризующееся неизменностью параметров во време-
ни и отсутствием потоков при неизменных внешних
условиях. Можно считать, что равновесие — это пре-
дельное состояние, к которому стремится термодинами-
ческая система, изолированная от внешних воздействий.
Условие изолированности в данном случае означает,
что скорость релаксационных процессов внутри систе-

мы больше скорости изменения параметров на ее грани-
цах. В свою очередь, в состоянии равновесия энтропия
изолированной системы максимальна. Таким образом,
решение задачи расчета равновесного состава предпо-
лагает необходимость определения координат условного
максимума энтропии

𝑆(𝑈, 𝑉, �⃗�) → max (1)

при выполнении условий постоянства внутренней энер-
гии и объема, баланса массы, а также неотрицательно-
сти чисел молей веществ

𝑈 = const, 𝑉 = const, (2)
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑎ji𝑛𝑖 = 𝑏𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ...,𝑚,

𝑛𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘,
где 𝑘 — число веществ в системе,𝑚 — число химических
элементов в системе, 𝑎ji — количество атомов элемента
𝑗 в молекуле вещества 𝑖, 𝑏𝑗 — содержание элемента 𝑗 в
системе.

Для определения координат условного максиму-
ма энтропии будем использовать метод неопределенных
множителей Лагранжа. Запишем функцию Лагранжа в
следующем виде

Λ = 𝑆 +

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗

(︃
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑎ji𝑛𝑖 − 𝑏𝑗

)︃
. (3)

Координаты условного максимума энтропии опре-
деляются следующей системой уравнений(︂

𝜕𝑆

𝜕𝑛𝑖

)︂
𝑈,𝑉,𝑛𝑗 ̸=𝑖

+

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑎ji𝜆𝑗 = 0, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘, (4)

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑎ji𝑛𝑖 = 𝑏𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ...,𝑚. (5)

Из фундаментального уравнения Гиббса

TdS = dU + pdV −
𝑘∑︁

𝑖=1

𝜇𝑖𝑑𝑛𝑖 (6)

следует, что (︂
𝜕𝑆

𝜕𝑛𝑖

)︂
𝑈,𝑉,𝑛𝑗 ̸=𝑖

= −𝜇𝑖

𝑇
. (7)
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Таким образом, мы получили систему уравнений

−𝜇𝑖

𝑇
+

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑎ji𝜆𝑗 = 0, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘 (8)

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑎ji𝑛𝑖 = 𝑏𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ...,𝑚. (9)

Для идеального газа
𝜇𝑖 = 𝜇∘

𝑖 (𝑇 ) + RT ln 𝑝𝑖, (10)

𝜇∘
𝑖 (𝑇 ) = 𝐻∘

𝑖 (𝑇 )− TS∘
𝑖 (𝑇 ),

𝑝𝑖 = 𝑝 · 𝑛𝑖/𝑛Σ,

𝑝 = 𝑝/𝑝∘,
где 𝑝∘ — стандартное давление.

Следовательно, при заданных значениях темпера-
туры и давления систему уравнений можно представить
в следующем виде

ln𝑛𝑖 − ln
𝑛Σ

𝑝
−
∑︁
𝑗

𝑎ji𝜆𝑗 = − 𝜇∘
𝑖

RT
(11)

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑎ji𝑛𝑖 = 𝑏𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ...𝑚 (12)

𝑛Σ =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖. (13)

Неизвестными являются равновесные концентрации ве-
ществ 𝑛𝑖, общее количество вещества 𝑛Σ и значения
неопределенных множителей Лагранжа 𝜆𝑗 .

3. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ

Для решения системы уравнений заменим ln𝑛𝑖 на
𝑥𝑖 , тогда 𝑛𝑖 = exp(𝑥𝑖) , ln

𝑝
𝑛Σ

на 𝑦 = ln RT
𝑉 . Теперь (11)

можно представить в виде

𝑥𝑖 = −𝑦 +
∑︁
𝑗

𝑎ji𝜆𝑗 −
𝜇∘
𝑖

RT
(14)

exp(𝑥𝑖) = exp(−𝑦 +
∑︁
𝑗

𝑎ji𝜆𝑗 −
𝜇∘
𝑖

RT
).

В работе [8] предложено записать последнее соотноше-
ние в виде приближенного равенства

exp(𝑥𝑖) ≈ exp(𝑥0𝑖)

⎛⎝−𝑦 +
∑︁
𝑗

𝑎ji𝜆𝑗 −
𝜇∘
𝑖

RT
+ 1− 𝑥0𝑖

⎞⎠ ,

(15)
в котором подстрочный 0 обозначает итерационное зна-
чение неизвестной величины.

С учетом сказанного, уравнения баланса массы (12)
можно представить в виде

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑎ji exp(𝑥𝑖) ≈
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑎ji exp(𝑥0𝑖)×

×

⎛⎝−𝑦 +
∑︁
𝑗

𝑎ji𝜆𝑗 −
𝜇∘
𝑖

RT
+ 1− 𝑥0𝑖

⎞⎠ = 𝑏𝑗 , (16)

𝑗 = 1, 2, ...,𝑚.
Неизвестными величинами в (16) являются неопреде-
ленные множители Лагранжа 𝜆𝑗 и переменная 𝑦.

Будем предполагать, что известна температура и
задано значение либо давления, либо объема, а пове-

дение газовой фазы описывается уравнением состояния
идеального газа вида

𝑝 · exp(−𝑦) =

𝑘∑︁
𝑖=1

exp(𝑥𝑖). (17)

При заданных значениях температуры и объема должно
выполняться равенство

𝑦 = ln
RT

𝑉
. (18)

Если же задано давление, Б.Г Трусов [8] предложил ис-
пользовать в расчете приближенное равенство

𝑦 · 𝑝 · exp(−𝑦0) +

𝑘∑︁
𝑖=1

exp(𝑥𝑖) = 𝑝 · exp(−𝑦0)(1 + 𝑦0), (19)

где подстрочный 0 также обозначает итерационное зна-
чение неизвестной величины.

Решение системы нелинейных уравнений (16)-(19)
определяется итерационно методом Ньютона-Рафсона.

4. ОПИСАНИЕ ФУНКЦИИ РАСЧЕТА
РАВНОВЕСИЯ MICPV

Обращение к функции расчета равновесия имеет
такой вид:
iertxt, Parameters, EquilibriumComposition =
MicPV(temperature,pressure,volume,
m,k,b,Nji,F),

где
iertxt — текстовое сообщение об аварийном заверше-
нии программы, если расчет завершен нормально — это
пустая строка;
Parameters — вектор, содержащий 4 параметра: давле-
ние (МПА), температура (К), объем (м3), число молей
фазы;
EquilibriumComposition — вектор, содержащий равно-
весный состав в молях;
temperature — значение температуры в К;
pressure — значение давления в МПа;
volume — объем в куб.м;
m — число химических элементов, из которых образова-
на термодинамическая система;
k — число веществ, включенных в систему;
b — вектор, содержащий количества химических эле-
ментов (m значений);
Nji — двумерный массив значений aji(k строк, m столб-
цов);

F — вектор, содержащий безразмерные значения − 𝜇∘
𝑖

RT .
Текст функции от точки входа до начала итера-

ционного цикла (while ...) содержит операторы, в ко-
торых обнуляются векторы и задаются начальные при-
ближения неизвестных равновесных концентраций. Да-
лее происходит заполнение матрицы 𝑆 и вектора 𝑏𝑏.
Предполагается, что матричная форма системы линей-
ных уравнений имеет вид: 𝑆 × 𝑥𝑥 = 𝑏𝑏, где 𝑥𝑥 — век-
тор неизвестных длиной 𝑚 + 1 (первые 𝑚 значений —
множители Лагранжа, последнее - значение 𝑦). Решение
системы линейных уравнений производится с использо-
ванием 𝑄𝑅 разложения [11]. Такой способ позволяет ре-
шить проблему вырождения матрицы 𝑆, которая может
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Таблица 1. Равновесный состав разложения CO2 при на-
гревании при давлении в 1 бар

T (K) CO2 (моль) CO (моль) O2 (моль) O (моль)

300 1.0 1.8·10−30 9·10−31 4·10−56

1000 1.0 1.95·10−7 9.75·10−8 4.9·10−14

2000 0.98 1.51·10−2 7.5·10−3 5.81·10−5

3000 0.55 0.45 0.199 0.0565

быть обусловлена тем, что число независимых (по Гибб-
су) компонентов меньше числа химических элементов.

Например, если термодинамическая система обра-
зована углеродом и кислородом в мольном соотноше-
нии 1:2, то при комнатной температуре и атмосферном
давлении независимым компонентом является углекис-
лый газ, т. е. в равновесной системе присутствует лишь
CO2, концентрации остальных компонентов пренебре-
жимо малы. Уравнения баланса массы (12) имеют вид

𝑛CO2 = 1, (20)

2𝑛CO2 = 2.
Очевидно, что в данном случае одно из уравнений лиш-
нее. Проверка возможного вырождения производится
в процедуре back_subst, которая приведена в [11] и
немного модифицирована для решения нашей задачи.

После того, как итерационное решение получено,
оно корректируется, с тем чтобы обеспечить его сходи-
мость. Одновременно вычисляется максимальная отно-
сительная разность результатов текущего и предыдуще-
го решений. Если эта разность не превышает заданную
величину, производится проверка условий сходимости.
В таблице 1 в качестве примера представлен результат
расчета равновесного состава разложения CO2 при на-
гревании.

Основное время вычислений затрачивается на об-
ращение матрицы размером (𝑚 + 1) · (𝑚 + 1), где 𝑚 —
число химических элементов. В работе [11] отмечается,
что вычислительная сложность решения системы ли-
нейных уравнений методом QR-разложения пропорци-
ональна (𝑚+ 1)3. От числа веществ время вычислений
зависит как 𝑚 ·𝑛 (произведение числа элементов на чис-
ло веществ).

5. ПРОВЕРКА УСЛОВИЙ СХОДИМОСТИ

Проверка условий сходимости производится в
функции CheckConvergency. Проверяется выполнение
условий баланса массы (12), условие стабильности фазы
и условие теоремы двойственности [13].

Условие стабильности фазы имеет вид [14]

𝑘∑︁
𝑖=1

exp

⎛⎝− 𝜇∘
𝑖

RT
− ln 𝑝+

∑︁
𝑗

𝑎ji𝜆𝑗

⎞⎠ = 1. (21)

В соответствии с теоремой двойственности для най-
денного решения должно выполняться следующее соот-
ношение [13]

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗𝜆𝑗 =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖 (𝜇
∘
𝑖 + RT ln 𝑝𝑖) . (22)

6. О РАСЧЕТЕ ХИМИЧЕСКОГО
ПОТЕНЦИАЛА В СТАНДАРТНЫХ
УСЛОВИЯХ

Для расчета величины химического потенциала в
стандартных условиях необходимо знать соответству-
ющие значения энтальпии и энтропии. В справочни-
ке [15, 16] информация о термодинамических свойствах
индивидуальных веществ приводится в виде таблиц и
коэффициентов аппроксимирующего полинома 𝑓𝑖, при
помощи которых температурные зависимости энтропии
и изменения энтальпии при данной температуре можно
рассчитать по формулам

𝑆∘(𝑇 ) = 𝑓1 + 𝑓2(ln𝑇 + 1)− 𝑓3/𝑋
2 + 2𝑓5𝑋

+ 3𝑓6𝑋
2 + 4𝑓7𝑋

3, Дж/(моль ·К), (23)
𝐻∘(𝑇 )−𝐻∘(0) = 𝑇 (𝑓2 − 2𝑓3/𝑋

2 − 𝑓4/𝑋 + 𝑓5𝑋

+ 2𝑓6𝑋
2 + 3𝑓7𝑋

3), Дж/моль, (24)
где 𝑋 = 𝑇/10000. Стандартное давление, принятое в
справочнике [15], 𝑝∘ равно 1 атм (101325 Па). Значение
полной энтальпии можно рассчитать по формуле

𝐻∘(𝑇 ) = Δ𝑓𝐻
∘(298.15)+𝐻∘(𝑇 )−𝐻∘(0)−[𝐻∘(298.15)−𝐻∘(0)].

(25)

Справочник NIST Chemistry Webbook [17] приво-
дит коэффициенты аналогичных соотношений для ап-
проксимации температурной зависимости термодинами-
ческих функций в виде

𝑆∘(𝑇 ) = 𝐴 ln 𝑡+𝐵𝑡+ 𝐶𝑡2/2

+𝐷𝑡3 − 𝐸/(2𝑡2) +𝐺, (26)

𝐻∘(𝑇 ) = 𝐻∘(298.15) +𝐴𝑡+𝐵𝑡2/2

+ 𝐶𝑡3/3 +𝐷𝑡4/4− 𝐸/𝑡+ 𝐹 −𝐻, (27)
где 𝑡 = 𝑇/1000, 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷,𝐸, 𝐹,𝐺,𝐻 — коэффициенты
полинома, которые имеют размерность Дж/(моль · К).
Стандартное давление 𝑝∘ равно 1 бар.

При использовании полиномов NASA [18, 19] зна-
чения термодинамических функций при данной темпе-
ратуре вычисляются так

𝑆∘(𝑇 )/𝑅 =− 𝑎1𝑇
−2/2− 𝑎2𝑇

−1 (28)

+ 𝑎3 ln𝑇 + 𝑎4𝑇 + 𝑎5𝑇
2/2

+ 𝑎6𝑇
3/3 + 𝑎7𝑇

4/4 + 𝑏2,

𝐻∘(𝑇 )/𝑅𝑇 =− 𝑎1𝑇
−2 + 𝑎2(ln𝑇 )/𝑇

+ 𝑎3 + 𝑎4𝑇/2 + 𝑎5𝑇
2/3

+ 𝑎6𝑇
3/4 + 𝑎7𝑇

4/5 + 𝑏1/𝑇,

где 𝑇 — температура, 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 — коэффициенты.

7. ПРИМЕР ПОДГОТОВКИ ИСХОДНЫХ
ДАННЫХ К РАСЧЕТУ

В качестве примера рассмотрим систему, образо-
ванную 1 молем NO2 при температуре 3000 К и дав-
лении 0.1 МПа. Будем считать, что продуктами разло-
жения являются O, O2, N2, NO.

Рассмотрим пример подготовки данных и исполь-
зования функции MicPV:
m = 2
k = 4
b=[1.0, 2.0] # (NO2)
Nji = [0 1 ; 0 2 ; 1 1]
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Таблица 2. Матрица 𝑁𝑖𝑗

Элемент O O2 N2 NO

N 0 0 2 1
O 1 2 0 1

Таблица 3. Значения 𝜇∘
𝑖 и 𝐹 = −𝜇∘

𝑖 (𝑇 )/𝑅𝑇 веществ при
3000 К и стандартном давлении

Вещество O O2 N2 NO

𝜇∘
𝑖 (3000), кДж/моль -323.037 -755.136 -707.590 -677.894

𝐹 12.950 30.274 28.368 27.1773

F = [12.95082; 30.274008; 28.36782; ]
iertxt, Parameters, EquilibriumComposition
= MicPV(3000, 0.1, 0, m, k, b, Nji, F)

В этом примере матрицы Nji и F имеют вид, указанный
в таблицах 2 и 3.

Этот и другие примеры приведены в репозито-
рии [20].

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Текст программы, а также примеры подготовки ис-
ходных данных и обращения к процедуре MicPV приве-
дены в [20]. Для тестирования работы программы ис-
пользована версия Julia 1.8. Представленный текст про-
граммы невелик по объему и достаточно прост для по-
нимания. Его можно использовать как в учебных це-
лях, так и для решения прикладных задач. Програм-
му несложно усовершенствовать, используя уравнение
состояния реального газа, соответствующий алгоритм
представлен в [21].
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